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PREMIÈRE THÈSE 



SUR LA 



STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS 

FINIS ET CONTINUS 



INTRODUCTION 

La notion de la structure d'un groupe de transformations fini et continu s'est 
présentée à M. Lie dès le début des recherches qui ont amené le grand géomètre 
norvégien à fonder sa théorie des groupes, théorie qui, par sa fécondité, a renouvelé 
pour ainsi dire plusieurs branches de la science mathématique. Dans sa méthode 
de résolution des équations algébriques qui admettent un groupe de substitutions 
donné, Galois ramène le problème à la résolution d'une série d'équations auxi- 
liaires dont le nombre et la nature ne dépendent que de la structure du groupe de 
substitutions considéré. De la môme façon, M. Lie ramène l'intégration d'un système 
d'équations aux dérivées partielles qui admet un groupe de transformations fini et 
continu à l'intégration d'une série de systèmes auxiliaires, et le nombre de ces 
systèmes, leur nature, la manière dont ils se relient les uns aux autres ne dépendent 
encore que de la structure du groupe considéré. D'une manière analogue encore, la 
théorie des équations différentielles linéaires fondée par MM. Picard et Vessiot et 
plus généralement celle des équations différentielles qui admettent un système fon- 
damental d'intégrales, mettent en évidence l'importance de la structure des groupes 
finis et continus. 

Le problème proprement dit de la structure des groupes de transformations 
finis et continus pourrait s'énoncer ainsi : Trouver toutes les structures possibles des 
groupes à un nombre quelconque de j)aramètres; dans cet ordre d'idées, M. Lie a 
déterminé, en 1874, toutes les structures des groupes à un, deux, trois et quatre 
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paramètres. Mais, à s'en tenir là, on n'aurait qu'une >Tie imparfaite de la question, 
et il est clair que le travail précédent n'est possible et n'est utile que si on connaît 
au préalable un certain nombre de lois générales permettant de guider les recher- 
ches. C'est ainsi que M. Lie a depuis longtemps ^*\ par des considérations tirées de 
sa théorie d'intégration des systèmes d'équations aux dérivées partielles, classé les 
groupes en intégrables et non intégrables et donné le moyen de reconnaître si un 
groupe donné est intégrable ou non. Parmi les groupes non intégrables, il y en a 
qui jouent un rôle prépondérant, ce sont ceux que M. Lie a appelés simjjles; il a en 
effet montré que les systèmes d'équations différentielles auxiliaires auxquels se 
ramène l'intégration d'un système d'équations qui admet un groupe fini et continu 
sont des équations à groupe simple ^*' ; aussi a-t-il déterminé toutes les structures 
des groupes simples d'ordre r dont les plus grands sous-groupes sont d'ordre 
r — 1, r — 2 ou »• — 3 '' , et plus récemment, en utilisant im travail de M. Page<*\ 
celle des groupes simples dont les plus grands sous-groupes sont d'ordre r — 4. 
M. Lie a en même temps indiqué quatre grandes classes de structures de groupes 
simples, celles du groupe projectif général à n variables, du groupe projectif d'un 
complexe linéaire à 2n — i variables et celles du groupe projectif d'une surface 
du second degré à 2ii et 2n — i variables ^^K 

Peu de temps après, M. Engel publiait dans le Leipziger Berichie, quoique dans 
un ordre d'idées tout différent, deux Notes relatives à la structure des groupes. 
Dans la première de ces Notes (Zet/jz. Ber,, 1886, p. 83-94), il rattachait le problème 
de la structure à la théorie d'une certaine forme trilinéaire ; dans la seconde [Leipz. 
Ber. y 1887, p. 89-99), il énonçait un théorème très intéressant donnant comme 
condition nécessaire et suffisante pour la non intégrabîlilé d'un groupe l'existence 
dans ce groupe d'un sous-groupe simple à trois paramètres, théorème dont il a 
donné tout récemment une démonstration rigoureuse ^®'. 

La question en était là, lorsque M. Killîng, qui avait déjà publié deux mémoires 
sur la théorie des groupes ^^\ fît paraître dans les Mathematischc Annalen ^'^ une série 

(1) Comptes Rendus de rAcad. des Se., Cbiistiania, 1874 ; Archiv for Math, og Nat., 1878. t. 3, 
p. 112-116. 

(2) V. notamment Math. Ann., t. 25, 1883, un mémoire de M. Lie, ayant pour litre : Aligemeine 
Untersuehungen ûber Differentialgleichungen, die eine continuirliehe, endliche Gruppe gestatten. 

(3) Lie, Âcad. des Se, Christiania, 1883 ; Math. Afin., t. 25, loc. cit., p. 132-134. 

(4) Leipziger Dissertition, Amer. Journal, t. 10 (1888). 

(5) Math, Ann., t. 25, p. 130 (1885) ; Norw. Ardiiv, 1. 10, p. 413 (1885) ; Leipz. Ber., 1889, p. 325. 
(6y Leipz. Ber., 1893, p. 360-369. 

(7) Erweiterung des Raumbegriffes, Braunsberg, 1884, et Zur Théorie der Lie'schen Transfor- 
mationsgruppen, Braunsberg, 1886. 

(8) Die Zusammensetzung der stetigen endlicfien Transformaiionsgruppen ; erster Theil, Math. 
Ann., t. 31, p. 252-290 (1888); zweiter Tlieil, Math. Ann., t. 33, p. 1-48 (1889) ; dritter Theil, Math. 
Ann., t. 34, p. 57-122 (1889; ; vierter Theil, Math. Ann,, t. 36, p. 161-189 (1890). 
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de travaux étendus riches en résultats nouveaux. M. Killing y utilise la notion 
Adéquation caractéristique d'un groupe, due d'ailleurs à [tf . Lie, et en fait la base de 
sa classification des groupes d'après ce qu'il appelle leur rang. Les plus importants 
de ses résultats sont les suivants : A part los quatre grandes classes de groupes sim- 
ples trouvées par M, Lie, il n'y a que cinq structures possibles de groupes simples, qui 
ont respectivement 14, 52, 78, 133 et 248 paranu^tres. En second lieu, tout groupe non 
intégrable est formé d\in sous-groupe invariant intégrable et d'un sous-groupe simple 
ou composé de sous-groupes invariants simples. Le premier résultat fait concevoir la 
possibilité d'établir tous les systèmes d'équations différentielles irréductibles aux- 
quelles se ramènera l'intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles 
admettant un groupe fini et continu; le second montre que, abstraction faite des 
quadratures, on n'aura k intégrer que des systèmes irréductibles indépendants les 
uns des autres. 

Malheureusement les recherches de M. Killing manquent de rigueur, et notam- 
ment, en ce qui concerne les groupes qui ne sont pas simples, il fait constamment 
usage d'un théorème qu'il ne démontre pas dans sa généralité ; je signale dans ce 
travail un exemple où ce théorème n'est pas vérifié, et, quand l'occasion s'en pré- 
sente, un certain nombre d'autres erreurs de moindre importance. 11 était donc à 
souhaiter que les recherches de M. Killing fussent reprises et ses résultats démon- 
trés d'une façon rigoureuse. 

C'est ainsi que dans une Thèse faite en 1891 sous la direction de M. Engel ^*\ 
M. Umlauf reprend l'étude de l'équation caractéristique, démontre en toute rigueur 
un certain nombre de théorèmes énoncés par M. Killing, et fait spécialement l'étude 
des groupes de rang zéro ; il montre qu'ils appartiennent à la grande classe des 
groupes intégrables et détermine les structures de ceux de ces groupes qui ont 
moins de sept paramètres. 

Le présent travail a pour but d'exposer et de compléter en certains points les 
recherches de M. Killing, en y introduisant toute la rigueur désirable. J'ai déjà 
annoncé, dans deux Notes présentées à l'Académie des Sciences ^^\ que j'avais re- 
trouvé les résultats fondamentaux énoncés par M. Killing, et, dans une troisième 
Note publiée dans les Leipziger Berichte ^^\ j'ai indiqué à grands traits de quelle 
façon on pouvait rendre rigoureuse la partie des recherches de M. Killing qui se 
rapporte aux groupes simples. 

(1) Ueber die Ztuammtfisetzung der endlictien continuierliclien Transformaiionsgruppen, insbe- 
sondere der Gruppen vom Range Suit, von Karl Arthur Umlauf, Leipzig, 1891 . 

(2) Comptes Rendus, t. 116, p. 784 sqq. (1893). 

(3) Leipz. Ber., 1893, p. 395-420. 

CARTAN 2 
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Ce travail est divisé en trois parties. Dans la première, je rappelle les notions 
fondamentales et les théorèmes nécessaires pour la suite, dont la plupart sont 
d'ailleurs connus depuis longtemps; puis j'expose la classification des groupes 
d'après M. Lie en intégrables et non intégrables, et je rappelle rapidement les pro- 
priétés des groupes intégrables et des groupes de rang zéro qui s'y rattachent étroi- 
tement. La considération d'une certaine forme quadratique ^^{e) me conduit à un 
critérium nouveau pour l'intégrabilité d'un groupe. 

La seconde partie est consacrée aux groupes qui n'admettent aucun sous- 
groupe invariant intégrable et que j'appelle semi-simples en utilisant une expression 
de M. YL\\\\ï\%{halbemfach), La considération de la même forme quadratique '^^[e) 
donne immédiatement la propriété fondamentale de ces groupes de se décomposer 
en sous-groupes invariants simples, ce qui justifie leur dénomination. J'étudie 
alors les propriétés de l'équation caractéristique d'un tel groupe et montre com- 
ment M. Killing en déduit tous les groupes simples. 

La troisième partie est consacrée aux groupes non intégrables. Je pars a priori 
de l'existence du plus grand sous-groupe invariant intégrable, au lieu de l'obtenir 
a posteriori et péniblement, comme M. Killing. Je démontre le théorème de M. En- 
gel dont j'ai parlé tout à l'heure et énonce des résultats importants et nouveaux 
relatifs aux rangs des groupes dérivés successifs d'un groupe donné. La considé- 
ration de la forme quadratique '\>i{r) me fournit, sans résolution d'équations, algé- 
briques ou transcendantes, le plus grand sous-groupe invariant intégrable d'un 
groupe donné. Un chapitre est consacré aux groupes non intégrables de rang un. 
Enfin dans un dernier chapitre, j'étudie les groupes qui n'admettent qu'un sous- 
groupe invariant intégrable, groupes dont la théorie se lie d'une façon très étroite 
à celle des groupes linéaires et homogènes semi-simples ; en particulier je déter- 
mine tous les groupes linéaires et homogènes simples à n variables qui ne sont 
isomorphes à aucun groupe linéaire et homogène à moins de n variables, déter- 
mination dont il est inutile de faire ressortir l'importance relativement à la réduc- 
tion à des systèmes d'équations différentielles linéaires des systèmes d'équations 
aux dérivées partielles qui admettent un groupe fini et continu. Enfin, je dis un 
mot d'une question non moins importante, qui a fait l'objet d'un mémoire de 
M. Killing ^*\ mais dont le développement m'aurait entraîné beaucoup trop loin, 
celle de la détermination des plus grands sous-groupes des groupes simples. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'exprimer à M. Sophus Lie toute ma 



(1) Bestimmuny der gr'ôssten Untergruppen von endUchen Transforinationsgruppen, Ton 
W. KiLLLNG in Braunsberg, Math. Afin., t. 36, p. 239-254 (1890^ 
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reconnaissance pour l'intérôt qu'il a bien voulu porter à mes recherches. Il est 
presque inutile de dire que j'ai fait, surtout dans la première partie, les plus laides 
emprunts à son bel ouvrage sur la Ihéorie des groupes finis et continus ^*l 



(1] Théorie der Transformationsyruppen , unter Mitwirkung von Prof. Dr. Friedrich Engel, 
bearbeitet von Sophus Lie, Leipzig. Erster Abschnitt, 1888 ; zweiter Abschnitt, 1890 ; dritter 
Abschnitt, 1893. 
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CHAPITRE I 

Groupes finis et continus. Transformations infinitésimales. 

Groupe adjoint 



1. Ëtant donné un ensemble de transformations de w variables ari, arj, . . ., x^ 
dépendant de r paramètres arbitraires a^ a2, . . ., «i-, 

(1) Xi = fi{xiy .r*, . . . , Xn ; aj, 0}, . . . , ^/,.), 

(t = 1,2, ..., «), 

on dit que ces transformations forment un groupe si, en effectuant d'abord la 
transformation qui correspond aux paramètres ai, a^^ . . ., a^, puis la transforma- 
tion qui correspond aux paramètres Ai, ôj, ..., ôr» on obtient encore une trans- 
formation de Tensemble (i), quels que soient les a et les 6, en d'autres termes 
si Ton a des relations de la forme 

(2) fi(fi{x, a), . . . , fn{x, a) ; ôj, 62» . . , àr) = fi{x^, . . ., -^'/i ; ^'i, Ca, . . . , c,), 

(t = l,2, ..., «), 
où les c sont certaines fonctions des a et des b : 

(3) Cfc = ^k[au Oi, . . ., «r ; ^, ^2, . • , K), (A- = 1, 2, . . , /•). 
Le groupe déflni par les équations (1) est dit fini et continu, 

2. Si dans les équations (i) on peut donner aux paramètres des valeurs telles 
que Ton ait identiquement 

fi[x, a)=Xi, [i = 1, 2, ...,^0i 

on dit que le groupe contient la transformation identique. M. Lie a montré que, si 
les r paramètres sont essentiels, on peut trouver dans le groupe r transformations 
infmitésimales 

(4) x'i = Xi -+- ?fa{j:i, . . . , x„)8( H- . . . , 

(/c = i,2, ...,r), 
les termes non écrits étant du deuxième ordre au moins par rapport à la quantité 
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infiniment petite 8/. Ces r transformations infinitésimales sont indépendantes, 
c est-à-dire qu'il n'existe aucune relation k coefficients constants de la forme 

^ CaÎJx) = 0, (i = 1, 2, . . . , «J ; 

de plus le groupe contient toutes les transformations infinitésimales de la forme 

k=.r 

xI- = Xf -h 2 ^aÇw(^) . 8/ -h . ., (/ = 1, 2, ..., n), 

OÙ les eu sont des constantes arbitraires. 

U 
Si on définit la transformation infinitésimale (4) par la limite du rapport -^ , oii 

f désigne une fonction arbitraire des x, on a 

lim ^ = Xa/ = 2 \k{^U ^2> "', Xn) J-- 

Chacune des transformations infinitésimales ^Pk^kf engendre un groupe à un 
paramètre ; si on donne aux e toutes les valeurs possibles, on obtient ainsi un 
groupe de transformations à /• paramètres essentiels, contenu dans le groupe (1). 

Les r transformations infinitésimales Xj/*, . . . , X,./" satisfont aux relations 



sz^r 



(5) (X,X*.) = X,{X»/'J - X*.(X/) = 2 c,*XA 

OÙ les Cik» désignent des constantes. 

Réciproquement, étant données r transformations infinitésimales indépendantes 
\if, . . ., Xrff satisfaisant à des relations de la forme (5), les groupes à un paramétre 
engendrés par les transformations infinitésimales Yeit^^f, où les e ])rennent toutes 
les valeurs possibles, forment un groupe à r paramétres essentiels. 

Dorénavant nous ne nous occuperons plus que des groupes à r paramètres 
engendrés par r transformations infinitésimales indépendantes. 

3. Les constantes c,a, qui entrent dans les formules (5) définissent ce qu'on 
appelle la structure du groupe engendré par les transformations infinitésimales 
Xi/*, . . ., Xrfy ou plus brièvement du groupe \J, . . ., X/. Cette structure joue 
un rôle fondamental dans un grand nombre de questions, notamment dans la 
théorie de l'intégration des équations différentielles qui admettent un groupe fini 
et continu donné. 

La théorie de la structure est dominée par le théorème suivant, dû, ainsi que 
les précédents, à M. Lie : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe r transformations in finîtes 
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simales indôpendanies Xj/*, . . . , Xr/", satisfaisant aux relations (5) : 



*=>* 



(5) (XiXi) = 2 «"'A-X/. ('. * = 1 .?,... , '•). 



«=:i 



/?«/ ^MC te constantes Ciks satisfassent aux relations 



(î, A-, A, .y = 1, 2, ..., r), 

obtenues en écrivant les identités de Jacobi ((X|Xjfc)Xft) -4-((X;kXA)Xi) -h ((XAX,)Xfc) = 0. 

On aura donc toutes les structures possibles des groupes à r paramètres, ou, 
plus brièvement, toutes les structures d'oindre r, en résolvant de la manière la plus 
générale les équations (6). 

Etant donné le groupe X,/", . . . , X,/, on peut tout aussi bien le définir par 
r transformations infinitésimales indépendantes Yi/", . . . , Yrf : 

(7) Y./=2ÎMpA (e = l,2 /-s 

les h étant des constantes. 

On a alors des relations analogues à (5) : 

(5') (Y,Y,) = 21 .^"-V. ih /t - 1, 2, ... , /•), 

où les Qik, sont déterminés par les relations 

o=r 1,2, •••ir 

(8) . ^ /«cwi7'Affl = ^ hjikzf'.z^, 

ia'=-l pt 5 

(i, AT, 5 = 1, 2, . . . , /'), 

et vérifient nécessairement les équations (6). Il est clair que ces nouvelles cons- 
tantes ^/A, définissent une structure qui n'est pas à considérer comme distincte de 
la structure C//„. On pourra alors profiter de Tindétermination des /•* constante* h 
pour simplifier la résolution des équations (6). 

4. Deux groupes d'ordre /• qui ont la même structure sont dits isomorphes^ 
que le nombre de leurs variables soit le môme ou non. D'une manière plus géné- 
rale, étant donnés un groupe d'ordre /• : Xj/*, ...,Xr/", de structure C//„, et r 
transformations infinitésimales, indépendantes ou non^ Yi/*, ..., Y^/*, satisfai- 
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sant aux relations 

M—~r 

. (5) (Y.Y;^) = 2 '^'^••V- (i, A- = 1 , 2 »•) , 

ces r transformations définissent un groupe qui est dit isomorphe au premier. 
L'isomorphisme est holoédnque si le second groupe est d'ordre r, mériédrique s'il 
est d'ordre inférieur à r. 

5. Étant donnée la transformation infinitésimale la plus générale l^e^^kf d'un 
groupe d'ordre i\ si Ton effectue sur les variables primitives et sur les variables 
transformées une môme transformation du groupe, par exemple la transformation 
infinitésimale X/, on obtient encore une transformation infinitésimale du groupe, 
à savoir 

ou I^/JXa/, en posant 



I • • • 



fftzzr 



(9) eu = ^A- -+- ^ e,c,iK^t 4- . . . , (/» == i, 2, . . . , /•). 

Si on donne dans (9) toutes les valeurs possibles à l'indice ?, on obtient r 
transformations infinitésimales des variables ^i, e^, . . ., e,., à savoir 

(10) E,/= 2j ''«''•*^' (i = l, 2, ...,/•). 

Ces r transformations infinitésimales, qui ne sont pas nécessairement indé- 
pendantess engendrent un groupe isomorphe au groupe primitif, comme on peut 
le vérifier en tenant compte de (6). Ce groupe s'appelle le groupe adjoint du groupe 
primitif. Il ne dépend que de la structure de ce dernier et indique comment les 
paramètres e,, <?2, . . ., e^ de la transformation infinitésimale ^e^Xh/ sont trans- 
formés lorsqu'on effectue sur cette transformation infinitésimale une transforma- 
tion du groupe. 

Si Ton a une relation linéaire et homogène à coeflicients constants entre les 
Ef, soit 



i=l il fi A' 



c'est que 



i-=ir 



^^ ^/O/A t), (5, /t — 1, 2, . . . , ?*y, 

OU encore (SX,X.^ X,) = 0, (5 = 1,2,..., r). 
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La transformation infinitésimale SX/X./ est échangeable avec toutes les trans- 
l'ormalions infinitésimales du groupe, ou encore est distinguée. La réciproque est 
(.railleurs vraie. Le groupe adjoint est donc d'ordre r — p, si le groupe donné 
admet p transfonnations infinitésimales indépendantes distinguées. 

m 

6. Le groupe adjoint est intransitif ^ c'est-à-dire qu'il existe une relation de la 
forme 

k=zr 

2j X*(^i» ^ï> • • •» ^r)^kf = 0; 

on vérifie eu effet immédiatement que 

(11) ^e,E,f=0. 

On peut dire encore que le système complet 

E/=0, . {i= 1,2, r) 

admet au moins une solution. Si F(ei, Cj, . . ., e^) est une telle solution, la fonc- 
tion F ne change pas lorsqu'on eilectue sur Ci, <?2, . . . , e^ une transformation du 
groupe adjoint; c'est pour cette raison un invariant du groupe adjoint. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Le groupe adjoint d'un groupe quelconque admet au moins un invariant. 

7. Le groupe adjoint (iO) Ei/*, . . . .yErf a été obtenu en partant des transfor- 
mations infinitésimales Xj/*, ....jX^/*. Si nous étions partis dos transformations 
Y/* définies par les formules (7), une transformation infinitésimale quelconque 

aurait été définie par les paramètres tqi, tj2, ,''ir de l'expression Sr^AY/c/*, et 

nous aurions obtenu dans ces nouvelles variables un second groupe adjoint : 

1,2, •••ir 

(12) H/ = y M-A^r ' (*■ = *' 2' •••' '')' 

«» k 

où les g^iifc sont définis par (5'). On a entre les deux systèmes de paramètres e et r^ 
d'une même transformation infinitésimale la relation 

k=r k=^r 

qui se décompose en 

(13) e, = ^h,f,T,^, (Â-rr. 1,2, ..., r). 

CARTAN 3 
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11 est bien évident qu'on doit passer du groupe Ef au groupe H/" en effec- 
tuant sur les e la substitution (13). Il est facile de le vérifier directement, car on a 

A':=l i% p» k 

d'où, en tenant eompte de (8) et ensuite de (13), 

l»î»*»»>r 1,1, •••»»• v=:r 

H,/ = ^ "^ahg^hi^C^fyfc -r- = ^ e^hi^C^^ic -T— = ^ /iivEv/", 

«, IL, V, fc iil >1 XC V=l 

et cela en vertu des équations (13). Les relations obtenues ainsi : 



(1^) H/=2i'*-E/, (i = l,2, ...,/•) 

sont les mêmes que celles qui définissent les Yf en fonction des \f. 

8. Ëtant donné un groupe G d'ordre r engendré par les r transformations 
infinitésimales indépendantes X,/", ....,Xr/', un sous-grovpe de G est un groupe 
déduit de G en liant les r paramètres de G par certaines relations. Un tel sous- 
groupe g d'ordre vi est engendré par m transformations infinitésimales indépen- 
dantes de la forme 

(15) 9g/ = «.,X/+ a.A/"4- ... H- «.vX/, (i = 1, 2, . . . , m), 

les a,A étant nir constantes convenablement choisies. On voit alors que la 
recherche des sous-groupes d'ordre m de G revient h déterminer les constantes 
a,jk les plus générales de telle façon que les crochets {%i%k) se déduisent linéaire- 
ment de S6iA %mf : 



*=:m 



(OS/OS») = 2 f*'^/' (j, A = 1, 2. . . . , »*0- 

On voit que la solution du problème ne dépend que de la structure du groupe. 

On peut encore définir le groupe y par les relations auxquelles satisfont les 

paramètres Ci, e^y ", e^ de sa transformation infinitésimale la plus générale. Ces 

relations sont linéaires et homogènes et s'obtiennent par exemple en éliminant 
X|, Xj, . . . . , X„, entre les r équations 



t-zrzm 



(16) ek=^ >.^iJt, (A: = 1, 2, . . . , /•). 

Si nous regardons, avec M. Lie, ei, C2, , er comme les coordonnées homo- 
gènes d'un point dans un espace à r — 1 dimensions, le sous-groupe g d'ordre 
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m est représenté dans cet espace par une multiplicité plane à m — 1 dimen- 
sions, M, qui est dite V image du sous-groupe, un point quelconque de cette multi- 
plicité étant donné par les formules (16). Imaginons que nous effectuions sur cette 
multiplicité une transfortnation du groupe adjoint. Nous obtenons une nouvelle 
multiplicité plane M'. Elle est évidemment Timage d'un sous-groupe g', celui 
qu'on obtient en effectuant sur les x et les a/ dans les équations 

x'i = Offar,, arj, ..., ar„ ; a,, «s, ..., a^), (i == i, 2, ..., w) 

du sous-groupe g la transformation correspondante de G. Les deux sous-groupes 
g et g' sont dits homologues dans le groupe total G. On dit encore qu'ils appar- 
tiennent au môme fype de sous-groupes. 

Si en particulier, quelle que soit la transformation du groupe adjoint qu'on 
effectue sur M, M' coïncide avec M, le sous-groupe g est dit un sous-grovpe inva- 
riant. D'après le § 4, on voit que si %f désigne une transformation infinitésimale 
quelconque d'un sous-groupe invariant g et X,/ une transformation quelconque 
de G, (%\i) fait partie de g, c'est-à-dire que 

(17) {%i\,) = '^ bi,.%.f, (» = 1, 2, ...,ni; A = l,2, ...,r). 

La réciproque est d'ailleurs bien évidente. 

9. Un sous-groupe invariant important est formé par les transformations 
infinitésimales (X,Xfr}. On a en effet, en vertu de l'identité de Jacobi, 

(a.,{X^Xv)} =■ ^j c,jjip(XpXv) — ^^ <^ivp(XpXpt) , 

p=l p=l 

(î, IX, v = i,2, ..., r). 

Si donc les (X.X;^) forment moins de r transformations infinitésimales indé- 
pendantes, elles définissent un sous-groupe invariant Gi de G. C'est ce qu'on 
appelle le groupe dérivé de G^*^. Si les (X,Xit) forment r transformations infinité- 
simales indépendantes, G est son propre groupe dérivé. 

Le groupe G2 dérivé de Gi est le deuxième groupe dérivé de G, et ainsi de 
suite. On dit aussi que Gi est le premier groupe dérivé de G. 

Si g est un sous-groupe invariant de G, le groupe dérivé g^ de g est aussi un 
sous-groupe invariant de G^^\ car de 

(1) Lie, Leipziger Berichte, 1888, p. 19. M. Kilung (Math. Ann., t. 31, p. 253-254), emploie 
Texpression « Hauptiintergruppe >, ou sous-groupe fondamental. 

(2) Cf. KiLLiNG, Zusammensetsung van Gruppen^ Math. Ann., t. 36, p. 167. 
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:»i 



(X,a5A) = _S *»'SB/, (i = 1, 2, . . ., r; k =1,2,. . ., m), 



on déduit 



pz=:m p=im 



p=l p=i 

La di/fércnce r — ri des ordres du groupe G et de son groupe dérivé Gi est 
égale au nombre des invariants linéaires indépendants du groupe adjoint de G •^^; car 
si Cl est un invariant du groupe adjoint, on a 

Ep,ei = 2e*c,^j = 0, 
d'où c,^i = 0, (*, [1 = i , 2, . . , r) ; 

ot réciproquement, si l^m^ifj . . . , X/ définissent Gi, on a 

c,^i ~ 0, (5, [A = i, 2, . . . , r; f = i, 2, . . . , ?rt) 

et ei, ^i, . . ., e„ sont des invariants du groupe adjoint. 

10. Étant donné un groupe G d'ordre r défini par les /• transformations infinité- 
simales indépendantes X/, X?/*, . . . , , Xr/*, appelons comme tout à Theure E/ les 
transformations infinitésimales du groupe adjoint : 

1,2, •••? r 

^ df 

E/ = ^ ^"^"'"àe' (i = 1, 2, . . . , /•), 

et posons 

On a alcrs 

(19) {^iG,) = ^c,,fi/. 

Cela étant , considérons la famille de transformations infinitésimales 

^i%if'h h%if -f- • • • 4- e„a;«/, où 

%if = «aX./'-H --H x.>X/, (i = 1, 2, . . . , m). 

Supposons que la transformation infinitésimale XiXi/*-!- \-K^rf laisse 

invariante cette famille, c'est-à-dire qu'on ait 

(20) (IhXi , ^*.) = 2 a»XA (A = 1 , 2, . . . , •/,. ) ; 

«=1 



(1) Cf. KiLLiNG, Math. Ann., t. 31, p. 268. 
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alors on aura, en posant 

(J/ = a^iG/H V-^irdrf, (i= 1,2, ...,m', 

les relations 



M^=.m 



:2(y) (SX.Ei, Ç*) = 2 «*.^/. (A- = 1, 2. ... , //ij. 

#=1 

Soit d'autre part F(ei, <?2, , e,.) un invariant du groupe adjoint et posons 



8/-=2î>.E/; 



i=:l 



nous aurons 



.s-— :»« 



g((JAF) - _2 «*4"'''' 



.«=1 



•'rz=r »^r 



'^' ^ j e(Ç/.ÇtF) = 2 fl,^»ÇF - 2 «A^i^-F, 



«r=l «=| 



(/i, /v = 1, 2, .. ., m}. 

Il résulte de là que la transformation infinitésimale %f=I,li^if laisse 
invariante chacune des familles de transformations inlinitésimales définies par 
Tun des systèmes suivants d'équations en e,, ^2, , fr ' 

{i = 1, 2. .. , m), 

(/,./ = i, 2, ..., m), 

(i,j. A* = 1, 2, . . ., m). 



(22) 


ÇP = 0, 


(23) 


CyCj^F = 0, 


(24) 


Ç.^;^*F = 0, 



Il en est de même de cha(|ue transformation infinitésimale qui laisse inva- 
riante la famille si96i/"h he,, %mf' 

En particulier, si % f, , %,„f forment un sous-groupe de G, il on sera 

ainsi de chacune des transformations de ce sous-groupe. 

Si 'Xif; , Xmf forment un sous groupe invariant de G, le groupe G lais- 
sera invariante chacune des familles de transformations définies par les systèmes 
(22), (23), (24),.. . Si alors F(ei, e^,.,,, Cr) est un polynôme homogène' de degré?//, 
le {m — [y de ces systèmes définira un nouveau sous-groupe invariant de G. 

Théorème. — .Si les m transformations' infinitésimales indrpen^fnntps 
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k=.r 

^^^ik^kfy (i = 1, 2, . . ,, w<) forment un sous-rjroupe invariant du groupe 

G d'ordre r : Xi/",. .., X,/*; si de j) lu s F désigne un invariant du groupe adjoint de G 
qui soit un poh/nome homogène et de degré m en ^i, ^s, . . . , ^r> l^ sgstème d'équa- 
tions linéaires 






définit un sous-groupe invariant de G. 

Si le premier sous-groupe invariant se réduit au groupe lui-môme, le système 
d*équations considéré s'obtient en égalant à toutes les dérivées partielles d'ordre 
m — 1 de F par rapport à Ci, ^2, • . ., ^r. 



CHAPITRE II 



Déterminant caractéristique. Équation caractéristique. Rang 



1. L'équation caractéristique d'un groupe a été introduite par M. Lie. M. Kil- 
ling Ta prise pour base de ses recherches sur la structure des groupes {Math. Ann., 
t. 31, 33, 34, 36) et en a montré la grande importance^*). 

Ëtant donné un groupe G engendré par les r transformations infinitésimales 
indépendantes XJ^X^fy ...,X/, proposons-nous de chercher tous les sous- 
groupes à deux paramètres dont fait partie une transformation infinitésimale ar- 
bitraire S^aXa/ du groupe. Nous aurons pour cela à déterminer r constantes 
Xi, Xj, . . ., Ir telles que 

(1) (Sa,, Sa.X,) - pïe,X./+ coSX.X,/-, 

p et (o désignant deux nouvelles constantes ; naturellement les X ne doivent pas être 
proportionnels aux e. Le problème est toujours possible, comme Ta montré 
M. Lie^*^ On peut toujours supposer en effet que la transformation infinitésimale 
considérée est X,/" et que X, = 0. Alors 

(Xi, ^IkX,) = 2 >.c.,,X/= pXi/'+co^î À,X,/-; 
w est déterminé par l'équation 

Ci22 ^ Ci3j . . . Cirî 



fc=i 



123 



^'i33 ^ • • • ^lr3 



Ciîr <^13r 

puis on a X,, Xa, . . . , X,. par les équations 

k=r 



Cirr — W 



-0, 



— 2, 3, • . • , '•), 



A=8 



^1) Die Zusammensetzung der stetigeriy endlichen Transformationsgruppen, Ton W. Killucg. 
{f partie, Matk. Ann.j t. 31, p. 252 sqq. ; 2« partie, t. 33, p. 1 sqq.; 3<> partie, t. 34, p. 57 sqq. ; 
4« partie, t. 36, p. 161 sqq. Je désignerai dans la suite ces différents mémoires par la notation : 
KiLLLNG, Z. y. G., I (ou II, ou III, ou IV). 

(2) Lie, Tranformationsgruppen, I, p. 590 et aussi Archiv for Math, og Nat.t t. I, 1876. 
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h=r 



et enfin p par Téquation 



9 ~ S ^^^ 



lAi 



A^=i 



En particulier si dans l'équation (1) on veut que p soit nul, c'est-à-dire si on 
cherche une transformation infinitésimale SXitXjif/ invariante par la transformation 
donnée I^/X/, w est déterminé par l'équation 



m 



S^fC/n W S^,C,2, 



. . . 2éPfi„.x 



I^/C/,2 



S^/C,22 W . . . S/?,C,>2 



lefinr 



lefinr 



. . . TPfiirr W 



= Afw) = 0. 



Le déterminant A((Di s'appelle le d*Hf*nninant caracU^ristiquf du groupo, et 

l'équation 

A((o) = 

est dite V équation caractérisfique du groupe. 

Dans l'emploi de ces expressions on suppose que pi, p^^ . . .y Pt sont des para- 
métres arbitraires. Si on donne à Px^e^y.^.yPr des valeurs particulières ^î^ej, ..., ^J, 
le déterminant deviendra le dptpnninant aaractfinMiqup rpiatif à la irans formation 
£<??X/; de ntéme si l'on exprime les paramètres des transformations infinitésimales 
d'un certain sous-groupe g d'ordre m, en fonction de m arbitraires X,, Xi, . . . , >»,, 
on obtientle dptpnninant caraclPi'istique{o\i l'équation caractéristique) /r/a/i/rtw sous- 
groupe g, qu'il ne faut pas confondre avec le déterminant caractéristique du sous- 
groupe f/, qui est d'ordre m seulement. 

Remar*|uons que pour w = 0, les éléments de la jx* colonne du déter- 



minant caractéristique sont les coefficients de -r^ , 
infinitésimale E^/* du groupe adjoint : 



EL 

dp. 



dans la transformation 



«« I 



ji=r 



Il en résulte, comme 



2] ^^,Kf --- 0. 



?=! 



que le déterminant caractéristique est nul pour w = 0. 
Nous poserons 

Le cocnicicnt '^i{p) est un polynôme homogène en ^,, ^'2. ..., ^'•, do do^ré 1. On 
a en outre 



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 25 



1 » î, • • • ï r 



^i{e) = 2 efiikk. 



(4) 



Il 11 • • • ï r 



\ 

[ 1% ;, *, A 



2. Supposons qu'on définisse le groupe par les r transformations infinitési- 
males indépendantes Xi/", . . . , \'rf : 



iz^r 



(5) Xf = ^K\,f, (i=l,2, ...,r), 
ce qui revient à faire sur les e la substitution 

(6) e, = ^A,fc^;, (A- = 1,2, ...,r). 

Alors si on pose (XiXi) = ^ c'ik^'^f, 

on a, en se reportant à la formule (8) du chapitre I, 

(7) 2 *»*^"^ = 2 /«ipAfccrCpc*. (*, /r, « = 1, 2, . . ., r). 

Soit A'((i>) le nouveau déterminant caractéristique. Si yo désigne l'élément de 
ùk qui se trouve à la t* ligne et à la j* colonne, nous avons 



#=.r 



et de la môme façon pour a : 

(8) Y/y = ^ e,c,/y — tijiù. 
Je dis que Ton a, en vertu de la substitution (6), 

P=r p=r 

(9) ^ /«»>Tp; = ^ Apyïi?» (^ i = 1, 2, . . . , r). 

p=i p=i 

En effet, en vertu de (8) et (8'), cela revient à démontrer que 

CARTAN 
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pi» pi« 

Los deux termes en «o disparaissent immédiatement et, en utilisant (6), la for- 
mule à démontrer devient 

Pi Gl« 9 pf« 

qui se ramène immédiatement à la formule (7). 

Considérons alors le déterminant D dont l'élément général est 

P=ir p=r 

■^iî = ^ 'ï/pT?; = ^ ''pyïip- 
P=l P=l 

On voit immédiatement que D est d'une part égal au produit de a et du dé- 
terminant H des A,k, d'autre part égal au produit a'. H. Comme H est différent 
de Ô, il en résulte 

De plus le degré du mineur principal de D est égal d'une part à celui de a, 
d'aulrepartà celui de a'. Nous arrivons ainsi au théorème suivant, démontré par 
M. Umlauft'h 

Théorème I. — Etant donné un groupe d'ordre r défini d'une part jmr le.s r 

transformations infinitésimales indépendantes Xi/', ..., \rf, d'autre part par les r 

transformations 

X/f = S/«,XA 

on passe du premier déterminant caractéristique du groupe au second, en effectuant 
sur les et la substitution (6), et de plus le degré du mineur principal du déterminant 
caractéristique ne change pas. En particulier on a 

D'après ce théorème on peut toujours, par exemple, supposer que ^i{p) se 
réduit à et ou à 0. 

3. D'après l'origine môme du déterminant caractéristique, il est bien vraisem- 
blable que les racines de l'équation caractéristique sont des invariants du groupe 
adjoint. Cela du moins est certain si toutes ces racines sont simples. Mais on peut 
le démontrer directement ^^l Voici la démonstration de M. Engel, beaucoup plus 
simple que celle de M. Killing, qui procède de proche en proche pour chaque coef- 
ficient 4'i(^), ^2{^), 

M ■ ■ ■ - 

(1) V. Umlauf, Ueber die Zusammensetzung der endlichen conlinuierlichen Transformaiions- 
grupperiy insbesondere der Gruppen vom Range Null. Leipzig, 1891, p. 15 sqq. 
(2j Cf. KiLUXG, Z. V. G., I, p. 259 sqq. 
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On a 

— » 



* ' 9 J • 

Il J Oi «il.; 

OU, en tenant compte de la formule (6) (chap. I), 






ra, «1 1« ^ 






^^ <^it« — ^j C^yy JA = 0. 



On a donc le théorème suivant, très important : 

Théorëme II. — Les coefficients ^i{e), ...., ^r_i{e) de Vêquation caractéristiqite 
sont des invariants du groupe adjoini^^\ 

Gomme, d'après ce théorème, les racines de Téquation caractéristique sont 
des invariants du groupe adjoint, si a(u)) contient en facteur un polynôme 

a(co) = 0)'» — xi(^K"* -H ••• ± x„.(^), 

les X étant des polynômes en e^, e^, . . ., <?r, il est clair que ces polynômes y seront 
aussi des invariants du groupe adjoint. 

Corollaire. — Si le déterminant caractéristique contient en facteur un polynôme 
entier, homogène, de degré m en w, e,, ...., Cr, le coefficient de od"* étant Vunité, les 
coefficients des autres puissances de w sont des invariants du groupe adjoint. 

4. Supposons qu'on connaisse un sous-groupe invariant g du groupe donné. 
On peut toujours supposer, d'après le §2, que ce sous-groupe est engendré par 

Alors on a 

(i = I S r 

J = 1 , 2, ....r — m 
A- = 1, 2, m 

^^^^■^^^-^^^ ■■ - — I ■■ ■ — — ■— - — - ■ - - 

(1) Si on se reporte au chapitre précédent (§ 9), on voit que Téquation 

Ue) = 2 ^^,AA. = 

ûk 

définit un sous-groupe invariant d'ordre r — 1 du groupe. Ce tliéorème a été démontré par 
M. Lie (Archiv for Math, og Nat., X, p. 88), puis par M. Engel (Leipz. Ber.^ 1886, p. 89) el 
M. KiLLiNG (Z. V. G., I, p. 263). 
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Il en résulte que dans le déterminant caractéristique on a 

Ym+iw = 0, {i = 1, 2, .. ., r — m; j = 1, 2, ..., m). 

Par suite le déterminant caractéristique se décompose en deux : 
(10) A = I -(ij I • I Y«H_A,^4.fc I , (t, j = 1, 2, . . . , 7/i; h, A- = 1, 2, .... r--m). 

Nous voyons que le premier facteur ne dépend que de ^i, et, ..., e^ et pas de 
«w^_i, . . . , ^r- Quant au second facteur, si on y fait e, = Cj = . . . = e,„ = 0, ce 
n'est pas autre chose que le déterminant caractéristique du sous-groupe invariant. Il 
résulte de là que le déterminant caractéristique relatif au sous-groupe invariant 
(§i)est,à u)»» près, le déterminant caractéristique de ce sous-groupe invariant. 

Rappelons d'autre part un théorème de la théorie des groupes, dû à M. Lie^*^ : 

Si wn groupe G admet un sous-groupe invariant g, il existe un groupe G' iso- 
inorjohe mériédrique à G, et à la transfonnation identique duquel coirespond dans G 
le sous-groupe invariant jf, et réciproquement , si G' est isomorphe mériédrique à G, 
il corresjyond à sa transformation identique un sous-groujie invariant de g, 

La correspondance dont il est question dans Ténoncé est celle qui donne aux 
constantes c,to les mêmes valeurs pour les deux groupes. 

Ici en particulier il existe r transformations infinitésimales Y,/*, . . . , Y^A 

Ym^ifi Yr^ les r — m dernières étant identiquement nulles, et satisfaisant 

aux relations 



(Y,Y,) = 2 ^'*'V. 



i=:l 



Ces r transformations déterminent un groupe G' d'ordre m : Y/, . . . , Y»/, 
que nous dirons associé au sous-groupe invariant g. Nous voyons que le détermi- 
nant I Yi; I n'est autre chose que le déterminant caractéristique du groupe G'. 

Théorème III (*). — Soient g un sous-groujye invariant d'ordre r — m d'un 
grouj)e G d'ordre r, G' le groupe isomorphe d'ordre m associé à g, le détci^iinant 
caractéristique de G contient en facteur le déterminant caractéristique de G' ; de plus 
le déterminant caractéristique de g est à w"* près le déterminant relatif à ce sous- 
groupe invariant. 

On a un théorème analogue pour un sous-groupe quelconque. 

Théorème IV. — Le déterminant caractéristique relatif à un sous-groupe 
quelconque g contient en facteur le détenninant caractéristique de ce sous-groupe ^^K 



(1) Lie, Transformationsgruppen, L ch. 17. 

(2) V. Umlauf, loc. cit., p. 34. 

(3) Cf. Umlacf, loc. cit., p. 32. 
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Car si, comme on peut toujours le supposer, Xj/", . . ., X^/* sont les transfor- 
mations infinitésimales de ce sous-groupe, on a, pour toutes les transformations 

Ifi.m-f-y = 0, (i = 1, 2, ..., m;7 = i, 2, ..., r — w). 

5. M. Killing a fondé sur les propriétés des coefficients ^i{e) de Téquation 
caractéristique une classification des groupes finis et continus^*). 

Définition. — On appelle rang d'un groupe le nombre de ceux des coefficients de 
l'équation caractéristique, qui sont indépendants. 

Cette définition est légitime, en vertu du théorème I, car elle ne dépend pas 
des transformations infinitésimales indépendantes choisies pour définir le groupe. 

Comme les polynômes 4^» sont des invariants du groupe adjoint (th. II), le rang 
du groupe est au plus égal au nombre des solutions distinctes du système complet 

OÙ YÎi est l'élément Yjii du déterminant caractéristique où on aurait fait w = ; 
d'après cela le rang est au plus égal à Tordre du mineur principal de A(0). Si m est 
cet ordre, il est bien clair que Ton a 

puisque ^,(e) est une somme de mineurs à i lignes et i colonnes de A(0). On peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème V^'). — Le rang d'un groupe est au plus égal au nombre des raciales 
identiquement nulles de son équation caractéristique. 

En particulier si ^r-i(^) n'est pas identiquement nul, le rang est égal à 1. La 
réciproque n'est d'ailleurs 'pas vraie. Nous verrons plus tard que dans le cas 
4'r_i(<?) ^ 0, on peut toujours ramener ce polynôme à Tune des formes ef""* ou 



r— 1 
1" 



Si tous les polynômes ^ sont nuls, le groupe est de rang 0. 

Si on se reporte au théorème III, on voit que le rang d'un groupe G' isomorphe 
mériédrique au groupe G est au plus égal au rang du groupée G ; car au fond le rang 
n'est que le nombre des racines indépendantes de l'équation caractéristique. 



(1) KiLLiNO, Z. T. G., I, p. 266 sqq. 

(2) Cf. KiLUNG, loc. cit., p. 267. 
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6. M. Killing fait une étude particulière des groupes pour lesquels 4'r-i('?) 
n'est pas identiquement nul^^l J'aborderai immédiatement le cas général où 
réquation caractéristique admet une racine nulle multiple . 

D'une manière générale si Téquation caractéristique relative à une transforma- 
tion déterminée Xi/" admet une racine to^ différente de 0, il existe toujours une 
transformation X2/' distincte de la première et telle que 

(XiXj) = cDçX,/*. 

Si Wq = 0, en est-il toujours ainsi ? 

D'abord si le groupe est de rang zéro, X,/* fait partie d'au moins un sous- 
groupe à deux paramètres X,/", \if, et l'on a 

(XiXî) = aX,/'4- bXif, 

Si l'un des deux nombres a ci b n'était pas nul, b par exemple, on aurait 



(x.,x, + yX.) =6(x./-+|x./-) 



de sorte que l'équation caractéristique relative à Xif admettrait la racine b, cequF 

n'est pas. Donc a = b = et 

(X,X,) = 0. 

Il en est autrement si le groupe est de rang / > 0. Soit F un invariant du 
groupe adjoint, homogène et de degré ?» en ^i, ^2, - . ., ^r. Supposons que le 
mineur principal de a(0) soit du premier ordre pour une certaine transformation 
infinitésimale e]\if-h -H c;X,/. Soit 



i-=ir 



V=^V^.' ([^ = 1,2,. .,»•)• 



En appelant A/y le mineur de A(0) relatif à a,-,, on a 



i=:r 



(II) 2 VA=( = , (p, <r = 1, 2, . . . . »•), 



i=.l 



(12) ^%^i. = 0, (p, cr = l, 2, ...,r), 






D'autre part 



i^.r 



(13) Hv^ = 0, (p = l,2, ...,r), 

i=x . 

(1) KiLLLNG, Z. V. G., I, p. 276-285. H s'est glissA dans cette première partie une erreur qui est 
rectiflre dans la troisième partie, p. 80 sqq. 
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i^zr 



(14) ^%ei=0, (p= 1,2, . .,,•). 

Comme l'un des mineurs, A^j par exemple, est différent de 0, on peut poser, 
-en comparant (12) et (14), 

(15) A,-ç = ^Ac» (i, cr = 1, 2, . . ., /•), 
-d'où, en portant dans (11), 

^a 2 h^fi — 0, (p, ff = 1, 2, . . . , /•). 

ï=ri 

Il en résulte 

(16) 2'"-^' = ^' (p = 1,2, ...,»•)• 

Les X n'étant pas tous nuls, puisque X^ -à 0, la comparaison de (13) el (16j 
permet de poser 

(17) ^*=P^" (» = i.2, •• ,'•). 
d'où, par suite, 

(18) mF = 2 ''/ ^. = P 2 "'•''' = P 21 ^« = ?'!'•-'('') '"• ■ 

âSj rfo«c M«c transformation infinitésimale annule 4'r-i(^) *'«"*' annuler tous 1rs 
mineurs du premier ordre de A(0), elle annule tous les invariants du groupe adjoint 
homogènes et de degré non nul. 

Si alors Téquation caractéristique relative à une certaine transformation inli- 
nitésimale Xj/* admet A: racines nulles (1 < A* < r)^ cette transformation n'annule 
certainement pas Tinvarianl 4'r-A('?), et par suite elle annule tous les mineurs du 
premier ordre de A(0); autrement dit, il existe une transformation X^f échangeable 
avec elle (c'est-à-dire telle que (XiXj) = 0). 

Mais il y a plus; Téquation (18) est vraie quels que soient f'i, ^2, . . ., ^v. Si 
donc le groupe est de rang />0, ou bien ^^-M^O, et alors /=!, ou 
bien tous les mineurs du premier ordre de a(0) sont identiquement nuls, et dans 
ce cas toute transformation infinitésimale est échangeable avec au moins une autre. 

En se rappelant ce qui a été dit tout à Theure pour le cas / = 0, on peut 
énoncer le théorème suivant : 

(1) Cf. Lie, Transformationsgriippen, III, p. 676 sqq., où des considérations du même genre sont 
appliquées, et où se présente un polynôme (j{ei , et, ..., er) de degré r — 1, qui n'est autre chose 
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Théorème VI. — Si le polynôme 4'r-i(e) de Véquation caractéristique d*un groupe 
est identiquement nul, toute transformation infinitésimale du groupe est échangeable 
avec au moins une autre transformation infinitésimale ^*î. 

Si ^r-\^e) ^ 0, on ne peut plus rien dire. Par exemple pour le groupe à trois 
paramètres \if, X,/", \zf - 

(X,X,) = X/, (XiX,) = 2X/, (X,X3) = X,/*, 

on a ^r^i{c) = H^) = ^1^8 — «î ; 

Xi/* annule ^^{e), mais n*est échangeable avec une autre transformation inOnitési- 

maie du groupe. 

M. Killing démontre le théorème précédent en remarquant que si (X1X2) = Xi/*, 
réquation caractéristique relative à \if n'a que des racines nulles, car alors 

Cm = Ct23 = ••■ = Ciir = 0, Cm = I, 

et par suite (E,We.=i = (^) _ = | {^de,=i = : 

^r — " ' ' ' . . • 

\if annule tous les polynômes +. 

Je n'insiste pas sur le reste de la démonstration et me contente de renvoyer 
au mémoire de Killing (-). 

m 

7. Cela étant, appelons avec M. Killing k le nombre des racines identiquement 
nulles de réquation caractéristique, et supposons /: > i. Prenons une transfor- 
mation infinitésimale générale, c'est-à-dire pour laquelle ^r-ki^)^^- Nous 
pouvons toujours supposer que \if est une telle transformation. Alors d'après 
le théorème VI, il existe au moins une autre transformation échangeable avec la 

première, soit \if : 

(\,\,) = 0. 

Le déterminant caractéristique relatif à X]/* est alors 

A((i>, 1, 0, . . ., 0) = w« I ciij — 6//I) I , (î, ; = 3, 4, . . . , r). 

Si k >> 2, on pourra déterminer une transformation infinitésimale indépen- 
dante de Xi/* et de Xj/*, telle qu'en la combinant avec Xi/, on obtienne une 
transformation de la forme aX/ -h bXif, soit X^f - 

(XjXa) = Ci3iX,/"-*-Ci3îX,/'; 
alors 

A(co, 1, 0, . . . , 0) = — w'. I cuj — tif^ I , (i,i = 4, 5, . • , r). 

(1) Cf. Killing, Z. t. G., II, p. 4 et 5, et L'mlaup, loc. cit., p. 22 et 23. 

(2) V. Killlxg, Z. V. G., I, § 5, p. 269 ot II, § 10, p. 4. 
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telle que 



Si k > 3, on pourra de même trouver une transformation Xi/* telle que 

et ainsi de suite, jusqu'à 

(XiXfc) = Cax^if ■+■ Ci/dîXs/*H h Cifck_iXfc_i/*. 

Le déterminant caractéristique se réduit alors à 

aK i,0, ...,0) = (— l)''w*. I Cuj — tij^ I , {ij = k-hi, ...,r). 

Comme Téquation caractéristique relative à Xi/* n'admet que A' racines nulles, on a 

I cuj I 7^0, (î, / = k-hi, ...,r), 

et par suite il est impossible de trouver une transformation infinitésimale 

^&4-|Xjfe^l/* 4- ... -H ^r^rf', 
(X,, f?AH-lX)tH_, H h-CrXr) = «iX/-}- «2X2/*-^ H ^aX/. 

Nous avons donc fait correspondre à la transformation générale X,/*, k — 1 au- 
tres transformations, X2/*, \zf,..,,\kf- Je dis que les k transformations Xi/*,...,X;t/' 
forment un groupe. Je suppose en effet qu'on ait démontré que tous les crochets 
(XiX;), où i = 1, 2, . . . , /i ; j = 1, 2, . . . , k,(h < A), dépendent linéairement de 
X,/*, X2/*,. .., \kf', je dis qu'il en est encore ainsi pour i = 1, 2,..., A 4- 1. EnefTet, 
on a 

(Xi(Xa4_iXa4.î)) = ^^ Cl,A-|-i,a(X,X;i4.s) ^JCi,^_^2,*(X,Xa_,_i), 

d'où il résulte que (Xa^_iXa4_s) combinée avec Xi/*, ne dépend que de 
Xi/*, ..., Xa/. Donc, d'après une remarque faite plus haut, (Xh^iX^^^) ne dépend 
aussi que de Xi/", . . , Xa/. 
On aura de môme 

(Xi(XA_,_lX/i_^8)) = ^ Ci,a_|_i,,(X,Xa4-3) ^ Ci,;i_,_3,,(X,XA4.i), 

#=1 *=! 

ce qui démontre la proposition pour (Xfc4.iX/,_,_3), et ainsi de suite. 

Comme le théorème est vrai pour /i = i, il en résulte qu'il est vrai d'une 
manière générale, et par suite les k transformatiominfimt(^s\mahs Xi/*, X?/", ..., Xa/ 
forment un groupe. 

Je dis que ce groupe est de rang zéro. En effet, considérons l'équation carac- 
téristique relative au sous-groupe Xi/",. . .,Xa/. Elle s'écrit 



(19) 



2f,Cai w . . . ^(^iCiki 




S<?,-C/, fr_^_,, A_Hi — W ... 2<?,C/, r, *-f-l 


^f'iCiih . . . ^eiCikk — w 


• 


2<?,C,-, k^x.r ... 2^,C,>r œ 



= 0. 
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les sommations étant étendues de 1 à A:. Cette équation admet k racines identi- 
quement nulles, puisqu*il en est ainsi, par hypothèse, de Téquation caractéristique 
générale. Or le deuxième déterminant n'admet pas de racine nulle pour 

ei = i, ^j = 0, ..., e;t = 0; 

donc il n'en admet pas non plus dans un certain domaine autour de ce système de 
valeurs. Par suite le premier déterminant est, à l'intérieur de ce domaine, divisible 
par (o*, c'est-à-dire que Ton a identiquement 



(20) 



9=.k 



Zj ^»Csij — hj^ 



»=l 



= (-*) 



*(!)*, 



{hj= 1, 2, ..., A-). 



Autrement dit, le sous-groupe X,/*, ..., \kf ^^t de rang zéro. 

Prenons maintenant une transformation générale quelconque appartenant à ce 
sous-groupe, soit elX,/*-^- ... 4- CiXkf- On ne pourra jamais avoir d'égalité de la 
forme 

(e,XiH heA, \u^,\u^,A h VXr) = ?iX,/-H \-h^kf 

sans que tous les X ne soient nuls. Il en résulte que le sous-groupe d'ordre k qui 
correspond à cette transformation infinitésimale ne contient aucune transforma- 
tion indépendante de Xi/", . . . , X*/", c'est-à-dire coïncide avec le sous-groupe 

Théorème VI I-*^ — Etant donné un groupe d'ordre r dont V équation caractéris- 
tique admet k racines identiquement nulles et k seulement, toute transformation gé- 
nérale de ce groupe fait partie d'un sous-groupe d'ordre k et de rang zéro. Ce 
sous-groupe n'est contenu dans aucun sous-groupe plus grand de rang zéro, 

8. Revenons à la transformation générale Xi/ et au sous-groupe de rang zéro, 
Xi/",..., Xa/, dont elle fait partie. Les transformations infinitésimales XA_^-l^..., \rf 
ne sont jusqu'à présent soumises qu'à la seule condition d'être indépendantes de 
Xi/",. . ., \kf- On peut en profiter pour annuler tous les coefficients 



Posons en effet 



Ci,fcH-i,; [i = i, 2, ..., r — k\j = 1,2, ..., k). 



s=k 



^'k^if = Xa-h/H- 2 tth^i^ ,X„f, (i = 1 , 2, . . . , r — A). 



«=i 



(1) V. KiLLLNG, Z. V. G., II, p. 7 et 8, et aussi Umlauf, Ioc. cit., p. 24-32. 
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Alors on a 

p=* / »=ip— 1 

(t = i, 2, . . ., r — k). 



^«*-4-«.pl 2 C,p,X/|, 



Npus avons donc à résoudre les systèmes d'équations suivants, obtenus en 
égalant à les coefficients de X^/*, \k-\f^ • . . ^\f^ dans le second membre : 

p:=:r— Ai 
^ C\, A-f-i, AH-P^A-hP. k = <^l,A-hi, *, (î = 1, 2, . . , r — k) 

p=l 

p^r— A 

^ Cl, k-^if fc-f-pO^-f-p, /c-l = C|, A_|-î, A-1 — ^A-h», kCi, k, fr-l, (id. ) 

P=l 

fz=zr—k a-=zk 

^ Cl , fc_j./, A^-pÛA- -hp, *_.î =-• Cl , A-Hi, A-2 — ^ flA-f-«i P^l , Pt A-S, ( î^ . ) 

p=l *=A-1 

^ Cl, fc^_f, fc^_pa^_,_p, 1 = Cj, A-hi', 1 — ^ «A--H/. p^i, p. 1- (id.) 

l P=l .»=i2 

On voit que le premier système détermine complètement les quantités ajk_|_i,fc; 
ce système étant résoluble second détermine les quantités a;t-hf, a-ii ®^ ainsi de suite . 
Nous pouvons donc supposer qu'on a des relations de la forme 

(21) (XiXfc_4_,) = C,,A4-i,A--|-lXA-4-l/*-+- H Ci,k-\-UrXrf, . 

(i = i, 2, . . ., r — k). 
Je dis de plus que si Ton a r — k transformations infinitésimales du groupe , 
soit Yah-iA . . . , Y/, où 



*=r 



Yah-/ = 2 ^A+.„X/. (i = 1, 2, . . . , r - Â:), 

telles que 

p=r— A p=r— A- 

(22) (X,Y»+,)= 2 Ct.*+,-,»+pY*+p/--t- 2 »'-.*+pX*+,^ (»=1,2 r-A), 

P=l P=l 

les constantes Ci,;fc_,_i,fc_,_p étant les mômes que dans les formules (21), les transfor- 
mations Ya_,_i/', ..., Yr/" ne dépendent que de X^.,.,/*, ..., Xr^ En effet, égalons 
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dans les deux membres de (:22) les coefficients de X*/", Xk-if^ • i X,/, en suppo- 
sant que le premier membre (XiT^.,.») soit remplacé par sa valeur 

Il î, •••1 ^ 

On aura d'abord 

= ^ Cl, fc^i, it-hp^A-hp, fc, (i = 1, 2, , . . , r — /t), 

p=t 
ce qui donne déjà l^-^i, * = ; 

puis =: ^ Cl, k^_,•, k-H^h-^, fc-i, (^ = ! , 2, . . , r — /:) , 

p=i 
ce qui donne Ik-^-i, t-i = 0, 

et ainsi de suite, ce qu'il fallait démontrer. 
Cela étant, on aura 

(X|(XiXfc^_4)) = (X2(XiXfc_|_î)) = ^ Ci,A-4_,, ;t-H5(X2X^4_5) , 

(i = 1, 2, ..., /• — A'), 
ce qui montre, d'après la remarque précédente, que les (XjX^.^) ne dépendeni 
que de Xk^xf^ . . . , Xrf- On a ensuite 

(Xj(X3Xit_|_,)) = Ci3i(XiXjt_j_i) 4- Ci32(X2Xfc_,_,) + J^ Ci,k-i-i,k-h»0^^^k^')'i 

(i = 1, 2, ..., r— A'), 
ce qui montre que les (XgXft.^,) ne dépendent que de Xk-^-if, .., X/. On con- 
tinuerait ainsi de proche en proche. On arrive ainsi aux formules suivantes : 

."8zr;r— k 

(23) {\,\i+j) = _2 Ci, „+;, A+.X*+/, (» = 1 , 2, . . . , A ; / = 1 , 2, . . . , r - A-). 

Le sous-groupe X/, . . . , X^/* laisse invariante la famille de transformations 
infinitésimales Ck^iXk-^-if -\- ••• H- ^rXrf^ 

Théorème VIII^'^ — S< Xi/*, ...,Xkf désignent le plus grand sous-groupe de 
rang zéro contenant la transformation générale Xi/*, il existe r — k transforma- 
tions indépendantes des k premières : Xk-^iff •••> Xyf, et telles que le sous-groupe 
Xif, ..., Xkf laisse invariante la famille de transformations Va^_iX^_^i/' -f- ... -h e^Xrf. 



(l) Cf. L'mlauf, Ioc. cit., p. 31. 
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9. Supposons toujours que dans le sous-groupe de rang zéro XJ, . . ., Xa/, 
la transformation Xi/* soit générale. Alors Téquation caractéristique relative à X,/' 
admet r — k racines différentes de zéro. Supposons que parmi ces r — k raci- 
nes, il y en ait p de distinctes, que nous désignerons par «1,^2, .., cip ; 
soient wii, 7/^2, ..., 7)ip leurs degrés de multiplicité. Alors en procédant de la même 
façon qu'au § 7, nous verrons qu'on peut supposer choisies X^^-iA • • ., ^rf de la 
façon suivante. Posons 

k -h Ml = ki, kl -i- wij = A'2, . . . , kp^i -h m^, = k^, = r. 

Nous aurons 

1 (XiXa.._j_|_2) = aiXA.._j4.3/'-»-Ci,&._,4-2,fc,._iH-lXA.._^4_l/', 



(24) 



De plus, par un raisonnement déjà fait au § 8, nous voyons que si une trans- 
formation infinitésimale Y/" satisfait par exemple à la relation 

(X,Y) = aiY/--+-7,X,+/4- ••■ -4-aA,-A/, 
Y/* ne dépend que de Xa-^./, . . ., Xk/- H en résulte que tous les crochets (XiX^.^.,), 
•(XiXj!f_^.j), . . ., (X^Xa^), (i = 1, 2, . . . , A*) ne dépendent que de Xa^-i/", . . . ,X;t/- 
Autrement dit le sous-groupe de rang zéro laisse invariante la famille de transfor- 
mations Bk^^Xk-^.f -f- . . . + Ck^kJ- 

Il résulte de là que le déterminant caractéristique relatif au sous-groupe dn 
rang zéro Xi/*, . . . , Xkf se décompose en un produit de p + 1 déterminants : 



S^.Cai — w . . S^jC,Ai 



S^jCf, A-4-1, A-Hl "" ^ • • • ^^'fii^ h^y A-f-l 



Se.C,-,A . . . ^(^fiikk — «•> St\C,-, A-i-l' *! ■ • • -'''^'' Al' Al — w 

les sommations étant étendues de 1 à k. Le premier de ces déterminants se réduit 
•comme nous l'avons déjà vu à (— to)* ; le second se réduit, pour 

^1 = i, <?2 = •.. = ^A = 0, à (a, — a))"'i, 
et ainsi de suite. Si Tun de ces déterminants, le second par exemple, n'était pas, 
quels que soient ei, e^, . . ., ^a, une puissance parfaite par rapporta w, il y au- 
rait au moins une transformation générale de la forme eiXif -h ... -|- ^aXa/ pour 
laquelle les racines de l'équation caractéristique provenant de ce déterminant ne 
seraient pas toutes égales. Alors on pourrait pousser i)lus loin la décomposition 
du déterminant caractéristique. Nous pouvons donc supposer que Ton a la relation 
Tsuivante : 
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(-25) 



= S — tu)»"., 



o), étant une certaine fonction de e,, gj, . . ., <?;t, et de môme pour les p — 1 
autres déterminants. De cette façon Téquation caractéristique relative au sous- 
groupe Xi/*, . . . , \kf admet p -f- 1 racines distinctes, à savoir : 

On a d'ailleurs, en vertu de (25), 

(26) ^^'( ^ C,,A_H?,*-h? I = WîlWl, 

ce qui montre que ces racines w,, 0)2, ..., w^, sont des fonctions linéaires et 
homogènes de ^,,62,..., e^, soit 

(27) a>..= a>/ne,-+-ta,.t»e2-f--.- + tOiW^^, (i = 1,2, ...,;>). 

Théorème IX. — Si CiXif -+- h- e^Hhf ^st la titans format ion infimt^- 

simale la plus générale du plus grand sous-groupe de rang zéro qui confient une trans- 
formation générale déterminée, le déterminant caractéristique relatif à ce sous-groupe 
se décompose en un produit de facteurs linéaires et homoghies en w, gj, ej, . . ., Ck* 

Ce théorème est démontré par M. Killing seulement dans Thypothèse que les 
transformations Xi/", ...,X^/* sont échangeables entre elles ^'^\ Ce fait se pré- 
sente, d'après lui, dès que le groupe donné ne contient pas de transformation 
infinitésimale distinguée t"); cependant dans son 3* mémoire [Math, Ann.^ t. 34, 
p. 66) il restreint le théorème au cas où le groupe est son propre groupe dérivé 
et où il n'y a pas de transformation distinguée. Nous y reviendrons plus tard et 
nous donnerons un exemple où le théorème n'est pas vérifié, v 

10. Désormais nous désignerons le sous-groupe d'ordre A* et de rang zéro qui 
contient une transformation générale déterminée sous le nom de sous-groupe y 
relatif à cette transformation. Les racines 0, w,, toj, ..., w^, de l'équation carac- 
téristique relative à ce sous-groupe seront désignées, tant qu'une confusion ne sera 
pas à craindre, par racines de Véquation caractéristique. Les transformations infini- 
tésimales ^k-\-\f^ . • ., ^kj (v. le § 9) seront dites appartenir à la racine 10, (par 



(1) Killing, Z. v. G., Il, p. 9-12. 

(2) KiLLLNG, Z. \. G., II, p. 8 et 9 ; la démonstration, qui repose sur la théorie des groupes de 
rang zéro, n'^st faite que dans le cas où les racines de l'équation caractéristique sont toutes simples. 
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rapport au sous-groupe y) ; par analogie les transformations X,/*, . . . , Xi(f du 
sous-groupe y seront dites appartenir à la racine 0. 

Le choix des r transformations infinitésimales indépendantes Xj/*, . . . , X^f, 
Xfc4.l^ . . . , \k/^ . . ., Xrft fait tel qu'il a été dit dans les paragraphes précédents, 
constituera ce que nous appellerons une forme réduite du groupe relative au sous- 
groupe y: X/, .. ., \kf- 

Dorénavant pour simplifier les notations, nous désignerons par X^/, . . . , X^J 
les transformations infinitésimales du sous-groupe y; par \nf, . . ., Xim/ celles 
qui appartiennent à la racine wj, . , ., par X^,i/*, • • . , X;,^ / celles qui appartien- 
nent à la racine Wj^. Nous conviendrons par symétrie de poser w^ = 0, yn^ = k. 

Alors 

m^J H- 7/1 1 -H -h nij, = r. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique naturellement aux cas particuliers 
de k = r (groupes de rang zéro) et de k = i] dans ce dernier cas le sous- 
groupe Y ne contient qu'une transformation infinitésimale. 

11, Etant donnée une transformation infinitésimale quelconque appartenant à 
la racine w^, soit âSaiA considérons une transformation du sous-groupe y» soit 
Xçi/*. Si (Xy,9gai) n'est pas égale à Wa^^^âSai/", nous poserons 

de même [^,^%^^) = ^a^'^%a2f+ %.:^f, 

et ainsi de suite jusqu'à 

et le nombre entier h est certainement au plus égal à Wc, degré de multiplicité 
de la racine Wa. Cela étant, si un sous-groupe invariant contient la transformation 
%^if, il contiendra aussi agaj/*, aSaa/*, . . . , %xhf' 

Supposons alors qu'un sous-groupe invariant contienne une transformation 
infinitésimale de la forme 

où %zif, %%ifi ' . . sont des transformations infinitésimales qui appartiennent 
respectivement aux racines w^, Wp, wj, ... Si, comme on peut toujours le sup- 
poser, les jo -f- 1 racines de l'équation caractéristique relative à Xai/* sont toutes 
distinctes, le sous-groupe invariant contiendra 

Si je démontre que le sous-groupe invariant contient chacune des transformations 
%^tf. W*^ — Wa^*^)g6M/'+9ê?2A ..., alors il contiendra {^f^^'^ — i^a^'^)%d-h%.,f, 
..., W*^ — Wa^^^^SgoA'/* {h' désignant le nombre analogue à A), et par suite, 
comme w^c*) ^f: 0)^^*^ il contiendra aussi %^^x _t^ . . . , %d. Le sous-groupe inva- 
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riant contiendra gg^i/*, %i.\f^ ... et par conséquent %^\f. Mais on peut faire sur 
%'f la môme opération que sur %f jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de transformation 
appartenant à la racine w^, puis jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de transformation 
appartenant à w^, etc. Finalement on réduira le problème au cas où il y a une 
seule transformation appartenant à une racine déterminée ; elle appartient alors 
évidemment au sous-groupe invariant. 

Théorème X '^l — Etant donné un grouj?e G d'ordre r mis sous la foj^ne réduite 
relative à un sous-groupe y déterminé, tout sous-groupe invariant de G est complète- 
ment déterminé par celles de ses transformations infinitésimales qui appartiennent 
aux différentes racines de Véquation caractéristique relative au sous-groupe y, ^^^ ce 
sens que toutes les autres transfonnations du sous-groupe invariant se déduisent linéai- 
rement de celles-là. 

12. Etant données deux transformations appartenant Tune à la racine w^, 
l'autre à la racine wp, que peut-on dire de leur crochet ? 

Supposons d'abord que w^ -+- w^ ne soit pas une racine de l'équation carac- 
téristique. Alors on peut toujours supposer que wj'^ -h w^^*) n'est aucune des 
quantités 0, wi^*\ Wî^^\ ...,(0^^*). On peut alors imaginer les transformations 
Xai/", . . . , ^;xmj choisles de telle façon que 

(i = i, 2, ..., nu), 
et de même pour X^,/*, . . . Xg»» /*. Cela étant, on aura 

(Xoi(x,,X30) = (wa^*^-^ov»))(x,.x,o, 

et comme l'équation caractéristique relative à Xqi/* n'admet pas la racine w J*) -+- w^^*), 
on en déduit (XaiXp,) = 0. 

On a ensuite, en tenant compte de ce résultat, 

(Xoi(X.,X,2)) = (^a^^^-+-^V'0(XalXpO. 

d'où encore (X^iX^a) = 0, 

et ainsi de suite. On voit de proche en proche que tous les crochets (X^X^y) sont 

nuls. 

Supposons maintenant que vj^, -h wp soit une racine, wj par exemple. On 
peut supposer que toutes les racines 0, wj^*), . . . , w^/*) sont distinctes. Alors on 
aura 

(Xoi(x.,XpO) = tu,(o(x,,x.o. 

ce qui montre que (X^iX^,) appartient à la racine wj et se déduit linéairement de. 



(1) KiLLLVG, Z. y. G., III, p. 72-73 ; le théorème est démontré dans le cas où toutes les racines 
sont simples « 
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Xr/, Xjj/*, . . . , Xam/. De plus 

(Xo,(x^x,t)) = a>,(i)(x.3XpO + x,,(x,,x,o, 

d'où, d'après une remarque précédente (§ 9), on voit que (X^^X^i) appartient encore 
à la racine to^^ et ainsi de suite. 

Théorème XI ^^\ — Le crochet de deux transformations infinitésimales apparte- 
nant respectivement aux racines (o^j et w^ est nul si w,-|- Wp n'est ])as une racine y et 
appartient à la racine a>B si w. -i- tu^ = Wj. 

Les indices a, p, 8 sont quelconques dans la suite 0, 1, 2, . . . ^.p. Si en par- 
ticulier top = — Wa, les crochets (Xa,Xp;) appartiennent au sous-groupe y. 

13. Nous allons trouver dans ce dernier cas une relation remarquable entre 
les racines de Téquation caractéristique relative à une telle transformation (Xa,Xp^) 
du sous-groupe y («*^p = — ^a)- 

Soient, pour simplifier les notations, %^f et 93,/ deux transformations appar- 
tenant respectivement aux racines to^^ et w.' = — to^^. Soit wp une racine quel- 
conque de Téquation caractéristique relative au sous-groupe y î parmi les racines 
de la forme o)p h- ma>„ m étant un entier positif ou négatif, soit w^ -+- Ato. 
celle pour laquelle m est le plus grand et wp — A'w. celle pour laquelle m est 
le plus petit. Posons 

Wp -f- Wa = W^, O)^ -f- tOj = COg, . , . , CD» -h 0). = Wx = Wp -+- Awa, 
tOp (1)4 = 0)^, (O^ tO, = O)^, . . . , (Dp Ci)a = Wç = (Op A'ti),. 

Posons enfin (SBiâSa) = ^i ^ofXo./, 

(SiSaXp,) = ^ a;p,-){T;-)X^/, (î = i, 2, . . ., Wlp), 

J— I 

j=inp 

(9ga'X^/) = ^ ^(TOdi;^/, (i = i, 2, . . . , m^) 

et les relations analogues. Ecrivons alors les identités de Jacobi (') 

%.%.^,i = %.%.^,j = ••• = ^• 
Nous aurons en particulier 



(1) V. KiLUNG, Z. V. G., I, p. 280 sqq.; II, p. 14 ; III, p. 69. 

(2) Je pose pour abréger "XpE^^. = ((X^.X^.)Xjt) -h ((X^X^)X.) -+- ((X^XpX^.). 

CARTAN 
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i=i 



»=A >='"p 7"=»«v 



Zj ^oo<^(oo)(hOM = "" ^ ^^•)(PJ')*{P/){J"') "*" ^ *(»tO(v;)û(vy)(i«) 1 (l — 1, 2, ... , wv) , 



0^1 ;=i j=i 



ZJ ^ooC(oo)(?0(pO = "" ^ ^(prXT/l^fYiXPO "♦" ^ ^p/Xw^^di;}:^'! 1 (i = *i 2, . . ., nu) , 



a=l ;•=! ;=i 



^ eooC(ooXxi)(Xi") = -H ^ ^(Xi)(x;)«(x;){x»), (l = 1, 2, . . ., Wlx). 

Ajoutons membre à membre toutes les égalités que nous obtenons ainsi. Il vient 



ou 

(28) (wic H- wip H h wij -4- m^ H h Wlx) ^ ^0»^^,^*'^ 






= (h'nia H h m^ — ?/i^ /i7//x) ^ <?o«W*^ . 

t=i 

Comme le coefficient m^ -4- r/ip H- ... est certainement différent de 0, on voit 
qu'on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème XII ^^K — Si on considère la transformai ion du sous-groupe y obtenue 
en combinant deux transformations appartenant respectivement aux racines égales et 
de signes contraires to. et — to., les racines de l'équation caractéristique relative à 
cette transformation sont des multiples réels et comme nsurables de l'une d'entre elles, 
à savoir la racine w^ elle-même. 

Si la racine lu. relative à cette transformation est nulle, toutes les autres sont 
nulles ^'^ ; c'est ce qui se présente certainement si a = 0, c'est-à-dire si on com- 
bine deux transformations de y- 

Corollaire ^'l — L'équation caractéristique relative au groupe dérivé du sotis- 
groupe y « toutes ses racines nulles, 

(1) Cf. KiLUNG, Z. y. G., U, p. 15 et 16. 

(2) Cf. KiLUNG, Z. V. G., m, p. 80, 99. 

(3) Cf. KiLLLNG, z. T. G., m, p. 59 sqq. 
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14. Enfin une formule analogue à la formule (28) s'obtient en considérant les 
racines de la forme mw», m étant un entier positif. Si h est la plus grande valeur 
possible de rentier m, si on pose 

on a 

(29) (Wlaj ■+ m^j H m«^) ^ Cfai){z'j)M^z^^^ = ^ C(ao)(<i'yX0?)C()0?)(«iX«o)» 

p=:i o»p 

(i = 1,2, ..., m,; j = 1,2, ..., m^'). 

On voit en particulier que si Ton a, quel que soit p, 

(XopX«.) = co.(p)X«/, 
il en résulte 

(m.j -h m.2 H h m,^ — 1 )2c(aO(a';)(op)^a^'*^ = ^ ; 

ou bien la racine (o» est simple, il n'y a pas d'autre racine de la forme mw, 
(m > 1) ; ou bien l'équation caractéristique relative à (XafXa'y) a, quel que soit 
y, toutes ses racines nulles ^^\ 

15. Les huit premiers paragraphes de ce chapitre ne sont, à part quelques 
petits changements (§6), que le résumé de la première partie de la Thèse déjà citée 
de M. Umlauf; ils contiennent les démonstrations de théorèmes dus à M. Killing, 
mais où la précision et la rigueur faisaient défaut. C'est en très grande partie à 
M. Engel que sont dues les démonstrations que j'ai rappelées. 

Les théorèmes exposés dans les derniers paragraphes appartiennent aussi à 
M. Killing, quoique le théorème XII ne soit énoncé nulle part dans toute sa géné- 
ralité. Mais M. Killing se borne dans son mémoire au cas où toutes les racines non 
nulles de l'équation caractéristique sont distinctes ; ou du moins, quand il examine 
le cas général, il suppose que les transformations du sous-groupe y sont toutes 
échangeables entre elles, ce qui, d'après lui, se présente toutes les fois que le 
groupe est son propre groupe dérivé ou n'admet pas de transformation distinguée. 
Or cette dernière affirmation est inexacte, et, serait-elle exacte, que M. Killing 
n'aurait pas démontré dans toute leur généralité les théorèmes IX, X, XI et XII, 
qui sont fondamentaux. 



(1) Cf. KiLUNG, Z. V. G., m, p. 89. 



CHAPITRE m 



Classificaiion DBS GROUPES d'après M. LiB. Groupbs intbgrables 

Groupes de ra^g zéro. 



1. M. Lie a depuis longtemps ^*' partagé les groupes en deux grandes classes, 
les groupes intégrables et les groupes non inlnj radies. 

On dit qu'un groupe est intpgrable lorsque l'ordre de ses groupes dérivés suc- 
cessifs va constamment en diminuant jusqu'à ce que Tun d'eux se réduise à la 
transformation identique. Un groupe est non intégrable lorsqu'à partir d'un certain 
rang, tous ses groupes dérivés sont identiques, tout en étant d'un ordre plus grand 
que zéro. 

Il résulte immédiatement de cette définition que tout sous-groupe d'un groupe 
intégrable est intt^grable, que si le groupe dérivé d*un groupe donné est intégrable, le 
groupe lui-même est intégrable, que Vordre du groupe dérivé d'un groupe intégrable 
est inférieur à celui du groupe. 

Si G est un groupe intégrable d'ordre r, Gi son groupe dérivé d'ordre 
^i < '•, G admet au moins un sous-groupe invariant d'ordre r — i ; il suffit 
d'ajouter à Gt /• — l'i — 1 transformations infinitésimales quelconques indépen- 
dantes entre elles. Un tel sous-groupe invariant étant lui-même intégrable, admet 
un sous-groupe invariant à r — 2 paramètres^ et ainsi de suite. 

Théorème I. — Si un groupe d'ordre r est intégrable, il admet un sous-groupe 
invariant d'ordre r — i, celui-ci un sous-groupe invariant d'ordre r — 2, et 
ainsi de suite. 

C'est d'ailleurs là la première définition que Lie a donnée des groupes inté- 
grables. 

La réciproque du théorème est évidente, car si un groupe d'ordre r admet un 
sous-groupe invariant à r — i paramètres, son groupe dérivé est un sous-groupe 
de ce sous-groupe invariant. 



'1; Archiv for Math, og Nat., 1878, t. 3, p. 112-116. La notion de groupe intégrable a été intro- 
duite pour la première fois par Lie en 1874 dans les Comptes Rendus de IWcad. des Se. de Chris- 
tiania ; le nom lui-même de groupe intégrable se trouve pour la première fois dans les Leipziger 
Berichte, 1889. 
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11 y a plus. M. Lie, en partant de ce fait évident que toute transformation infi- 
nitésimale linéaire et homogène en Xi, Xi, ..., Xn laisse invariant au moins un 
point a?i :a?j : ... : j'n, et que toute multiplicité invariante par un sous-groupe 
invariant g d'un groupe G est transformée par G en une multiplicité invariante 
par g, a démontré que tout groupe intégrable, linéaire et homogène, laisse inva- 
riants au moins un point, une droite passant par ce point, une multiplicité plane 
à deux dimensions passant par cette droite, etc. Appliquant cela au groupe adjoint 
d'un groupe intégrable, on arrive au théorème suivant, dû à Lie ^^\ 

Théorème II. — l^out groupe inlôgrable d'ordre r contient un sous-groupe itiva- 
riant d'ordre i, lequel est contenu dans un sous-groupe invariant d^ordre 2, ce dernier 
datis un sous-groupe d'ordre 3, et ainsi de suite ; de sorte qu*on peut trouver r trans- 
formations infinitésimales indépendantes X,/*, Xï/", ... , X,/ telles que 

(i) [X^Xi^k] = ^ Ci, .-HA-, *X/, (t = 1, 2, . . . , r ; k = i, % . . ., r — i). 

Dans l'énoncé du théorème I, le sous-groupe d'ordre ^(7 = 1,2, ... , r — i) 
n'était invariant que dans le sous-groupe d'ordre 7 -h 1. 

2. Les formules (i) nous donnent immédiatement la forme de l'équation carac- 
téristique d'un groupe intégrable. 
On a en effet 

t=:r-l / p=r 

(2) A(u))=-a>Jj/ ^ e,C,a-^ 

i-=i \ p=:i— 1 

Le déterminant caractéristique d'un groupe intégrable se décompose en un produit 
de facteurs linéaires en w, ei, ^2 , ... , Cr. 

Si nous nous reportons au corollaire du théorème II du chap. II, nous voyons 
que ces formes linéaires ^e^c^u (i = 1, 2, ... , r) sont des invariants du groupe 
adjoint. Par suite, elles s'annulent identiquement pour le groupe dérivé (I, 9). 
Donc (II, 3, th. III) : 

Théorème III. — Le groupe dérivé d'un groupe intégrable est de rang zéro. 

M. Killing (Z, v. G., 1, p. 269) énonce bien la propriété du groupe dérivé d'être 
de rang zéro, lorsque les coefficients de l'équation caractéristique du groupe peu- 
vent s'exprimer en fonction de / formes linéaires en ei, (?2, ..., ^n l étant le 
rang du groupe ; mais nulle part il ne dit que ce fait se présente pour tous les 
groupes inlégrables. 



(1) V. Lœ, Transformationsgruppen, III, p. 678 sqq. 
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3. M. Engel est le premier qui ait démontré la réciproque du théorème III, à 
savoir qae tout groupe de rang zéro est intégrable * . Voici sa démonstration, an 
peu modifiée. 

Remarquons d^abord que, d'après le Th. lY du Chap. II, tout sous-groupe (Ti/n 
groupe de rang zéro est lui-même de rang zéro. 

De plus, rappelons le théorème suivant, démontré par M. Lie ' , à savoir que 
si un groupe d^ordre r contient un sous-groupe intégrable d'ordre q <ir^ c^ sous- 
groupe est au moins contenu dans un sous-groupe d'ordre j -h 1. 

Gela étant, pour démontrer que tout groupe de rang zéro est intégrable, il suffit 
de démontrer que tout groupe de rang zéro d'ordre r contient au moins un sous- 
groupe invariant d'ordre r — 1. Or cela est vrai pour r = 2, car alors on a 
'X|Xj) = 0. Supposons que cela soit démontré pour r = 1, 2, ... , s. Je dis 
que le théorème est vrai pour r = « -+- i. En effet, prenons dans un G._ui de rang 
zéro une transformation infinitésimale quelconque. Elle est contenue au moins dans 
un sous-groupe à deux paramètres nécessairement intégrable, soit g^ ; gz est donc 
contenu dans un sous-groupe ^3 de rang zéro et par suite intégrable si 3 <^ $, g^ 
dans un sous^oupe g.^^ et ainsi de suite. Finalement on arrive à un sous-groupe g^ 
d'ordre s = r — 1. Je disque ce sous-groupe d'ordre r — i est invariant. Il 
suflit pour cela de démontrer qu'une quelconque de ses transformations combi- 
née avec une certaine transformation ne faisant pas partie de g, donne naissance 
à une transformation faisant partie de g,. Or soit X/ une transformation quel- 
conque de g,. On peut trouver (II, 7) r — 1 autres transformations Xj/", ... , 
\r-if telles que l'on ait 

(XjX.; = 2 ^uj^jfj (j = ?, 3, . . ., r;. 

Soit X^f la première de ces transformations qui ne fasse pas partie de g,. On 
aura 

c'est-à-dire que (XjX^) fait partie de g,. G. Q. F. D. 

Tout groupe de rang zéro est donc intégrable. Par suite on peut donner à sa 
structure la forme (i), où cette fois toutes les constantes cja sont nulles : 



^'h (XtX,V;) = ^ C/, ,-^y, ,X,/". 



r=rl 



•l, L'MLArp, loc. cit., p. 33 sqq. 

(2j Lie, Transformationsfjruppen, I, p. 596 sqq., et III, p. 682. 
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Thôorëme IV. — La condition nécessaire et suffisante j)our qu'un groupe soit 
intégrable est que son groupe dérivé soit de rang zéro. 

On voit sur les formules (3) que tout groupe de rang zéro contient au inoins une 
transformation infinitésimale distinguée ^*^ à savoir Xj/*, et que son groupe dérivé est 
d* ordre r — 2 au plus. 

4. On peut donner un critérium extrêmement simple pour reconnaître si un 
groupe est intégrable ou non. // suffit, en effet, que le groupe dérivé d'un groupe G 
d^ordre r annule identiquement le coefficient ^i{c) de Inéquation caractéristique de G 
pour qve G soit intégrable. 

Car si G n'était pas intégrable, il aurait un sous-groupe invariant, à savoir un 
de ses groupes dérivés successifs, (Jui serait son propre groupe dérivé. Or pour 
ce sous-groupe invariant, ^^[e] serait identiquement nul. De plus, il en serait de 
môme de ^\[e)^ puisque le groupe dérivé de G annule tout invariant linéaire du 
groupe adjoint et en particulier <}/i. On aurait donc un certain groupe d'ordre q 
pour lequel Téquation caractéristique serait de la forme 

(4) w? — 4/3(e)a)î-» -t- 4/4(e)(oî-* . . • zh Vi(^)^^ = 0» 

et qui serait son propre groupe dérivé. Or, mettons ce groupe sous la forme réduite 
relative k une transformation générale quelconque. En employant les notations du 
Ch. II, § 10 sqq., nous voyons que toutes les transformations du sous-groupe y : 
Xo,/", Xq,/*, ... , Xofr/*, se déduisent linéairement des crochets (X^jX^^y) et (XafX^'y), 
où (Oa' = — <ua, (a = 1, 2, ..., j)). Or, d'après le théorème XII (II, 13), pour 
chacune de ces transformations (Xo.Xo;), (XaiX^/y), les racines de l'équation (4) 
sont des multiples réels de Tune d'entre elles, ce qui, d'après la théorie des équa- 
tions, n'est possible que si toutes ces racines sont nulles. On peut donc supposer que 

pour A* transformations indépendantes du sous-groupe Y, Téquation caractéristique 
a toutes ses racines nulles, et par suite il en est de môme de l'équation caractéris- 
tique relative au sous-groupe y lui-môme. Cela n'est possible que si k = r, 
c'est-à-dire si le groupe est de rang zéro. Mais alors il est intégrable et ne peut pas 
être son propre groupe dérivé. 

Théorème V.— La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe d'ordre r 
soit intégrable est que les transformations de son groupe dérivé annulent identiquement 
le coefficient ^^[é) de a)*"""* dans son équation caractéristique. 

Remarquons que si Xm^if, Xm-^^fi ... , X/ forment le groupe dérivé d'un 



(1) Cf. Umlauf, loc. cit., p. 40, Satz 12. 
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groupe intégrable G, ^t{e) ne dépend que de ei, e^, ..., e^, et réciproquement, 
d'après le théorème V, si ^i{e) ne dépend que de ^i, e-j, ... , p^, le groupe est 
intégrable. Alors les équations 






se réduisent à des identités. Donc dans le cas général le groupe sera intégrable si 
les équations 



p=r 



d^ 



^ Cik, -T7 = 0, (è, Â' = 1, 2, . . . , r) 



dp 



se réduisent à des identités, ce qui, en tenant compte de l'expression de ^i{e) et des 
relations entre les C;a„, peut s'écrire 

l,ïi •••» r 1, 2, •••1 r 

X^ l&t V X« ]JL, V 

Ze,* équations (5) expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
grovjie soit intégrable, 

S. Reportons-nous au théorème énoncé à la fin du chapitre premier et appli- 
quons-le à l'invariant <^8(e) du groupe adjoint. Nous voyons qu'on peut énoncer les 
propositions suivantes, conséquences du théorème V : 

Les équations linéaires 

^ = 0, (t = <,2 r) 

définissent un sous-groupe invariant intégrable. 

Si aiiXi/*+a,îXï/'4- H- «.^Xr/*, (j = 1, 2, . . . , m) sont m transfoi^ma- 

tions infinitésimales indépendantes d'un sous-groupe invariant g d'ordre m du 
groupe G : X\f, Xj/", . .., Xrf, les équations 

""^-^'''^ + "+'"S; = "' (i = l,2,...,m) 

définissent un sous-groupe invariant g' de G, et les transformations conmunes à ce 
sous-groupe invariant g' et à g forment un sous-groupe invariant intégrable de G, 
car pour toute transformation commune à ^ et g\ ^i s'annule. 

En particulier .ci g est le groupe dérivé de G, g' est un sous-groupe invariant 
intégrable. Nous verrons plus tard que c'est le plus grand sous-groupe invariant 
intégrable de G; il est défini par les équations 



p: 



d^ 



(6) ^ Cik^ -T^ = 0, (i, A- = i, 2, .... r). 



p=i 
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^ 



6. Revenons à un groupe quelconque d'ordre r, intégrable ou non, mis sous 
la forme réduite relative à un sous-groupe y déterminé. Soit toujours 

^aiXai/'-h -he^mX^m^f la transformatiou infinitésimale la plus générale qui 

appartienne à la racine w^. Soit Eo/, Eo2^ . . . , Eo^/* le sous-groupe du groupe 
adjoint qui correspond au sous-groupe y- 

C'est un groupe linéaire et homogène de rang zéro, et par suite intégrable, 
qui échange entre eux les points de l'espace e^i, e^a, . . ., e^m^. Donc, d'après une 
remarque déjà faite (§ i), il laisse invariants un point de cet espace, une droite 
passant par ce point» etc. Autrement dit on peut toujours choisir Xa/, . . , X^mJ, 
de telle façon que Ton ait 

?=> 
(7) (XoiXay) = 2 C(of)(ay)(a{>)Xa/, (i = i, 2, . . . , A: ; j = 1 , 2, .,.,m^) 

p=l 
et de plus on a 

(8) <^(O0(ai)(«j) = ^a^^' 

En particulier on a, quel que soit i, 

M. Killing fait un usage constant des formules (7), qu'il ne démontre d'ailleurs 
que dans le cas où le sous-groupe y ^ toutes ses transformations échangeables 
entre elles. Mais môme dans ce cas la démonstration qu'il donne n'est pas rigou- 
reuse'*^. Il dit en effet que si, pour chaque transformation %Qfdey, il y a par 
exemple trois transformations au moins X^i/, Xai/*, X^a/*, telles que 

et s'il n'y en a que trois en général, par exemple pour %J, on aura, quel que soit ?, 

(XoiX^o = w»)x./, (XoêXaO = a>.(ox.,A (Xo.-x,3) = tojox.3/-. 

Or cela n'est pas exact : il suffit de prendre k = 2, et 

(X^iXai) = Xai/", (XoiXaî) = Xai/, (XoiX^j) = Xas/*-i- X^i/", 

(XojXai) = Xai/, (XqjXos) ^ Xa2/ -H X^i/, (Xq^X^s) = Xas/. 

7. Les résultats énoncés et démontrés dans les § 1, 2 et 3 sont dus en très 
grande partie à M. Lie ; néanmoins la démonstration de la propriété des groupes 



(l) V. KiLUNG, Z. V. G., II, p. 10, et Uï, p. 68. 

CARTAN 
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de rang zéro d'être intégrables a été donnée pour la première fois par M. Engel. 
Ouant aux ^li 4 et 5, ils se rapportent à des résultats entièrement nouveaux. 

M. Killing (Z. v. G., I, p. 285 sqq.) a fait aussi une étude particulière des 
groupes de rang zéro; mais ses raisonnements manquent de rigueur et il énonce 
des théorèmes inexacts ^^\ 



(1) KiLUNG, z. V. G., I, p. 288 ; voir à ce propos Umlauf, loc. cit., p. 45, note. 



DEUXIÈME PARTIE 



CHAPITRE IV 



Groupes semi-simples. Propriétés de l'équation caractéristique 

d'un groupe semi-simple 



1. Parmi les groupes non intégrables, une classe très importante est formée 
par les groupes d'ordre r > 1 qui n'admettent pas de sous-groupe invariant 
intégrable. Nous appellerons ces groupes semi-simples^^\ Parmi les groupes semi- 
simples, ceux d'ordre r > 1 qui n'admettent pas de sous-groupe invariant sont 
dits simples. Il résulte de là qu'un groupe simple est son propre groupe dérivé et 
par suite n'est pas intégrable. 

Rappelons que, d'après le chapitre précédent, pour qu'un groupe soit semi- 

simple, il faut que les équations -3^ = entraînent e, = (?a = • = Cr = 0. 

Lp coefficient ^2{^) de Véqualion caractéristique d'un groupe semi-simple est donc 
réductible à une somme de r carrés indépendants. 

Réciproquement, si le discriminant de la forme quadratique ^^ie) est diffé- 
rent de zéro, le groupe G n'admet aucun sous-groupe invariant intégrable ; car s'il 
en admettait un, ^, en prenant les groupes dérivés successifs de g^ on finirait par 
en trouver un, g\ invariant dans G et formé soit d'une seule transformation infini- 
tésimale, soit de transformations infinitésimales échangeables entre elles. Si 
Xm-4.1/", ^m-^if, . . -iX/ sont ces transformations, on vérifie immédiatement que le 
déterminant caractéristique ne dépend pas de e,„_^.i, e„,_^.j, ...,6^, et par suite 
^2{^) est réductible à une somme de m carrés indépendants au plus. 

(1) Cette expression est la traduction du mot « halbeinfach » introduit par M. Killino, Z. v. G., 
111, p. 74. La dénominiition de groupe « simple » est due à M. Lib; v. Lie, Transformationsgruppen, 
I, p. 264. 
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Théorème I. — La condition nécessaire et sufisante pour qu'un groupe soif 
semi-simple est que le discriminant de la forme quadratique ^i{e) soit différent de zéro. 

2. Supposons qu'un groupe semi-simple G d'ordre /• admette un sous-groupe 
invariant g d'ordre m : X,/", Xj/", . . . , X»/. Alors (III, 5) les équations 

de^ "" <)^2 "" ~ àejn 
définissent un autre sous-groupe invariant g' de G et les transformations com- 
munes d^ g Qi g' forment un sous-groupe invariant intégrable de G. Il faut donc que 
les équations 

d<?, ôe^ oem 

entraînent <?, = <?.j = ••• = <?,„ = 0. 

Donc les ?/i formes linéaires -r-^ • • • » -^ sont indépendantes en ei, <?«, .... e,,, 

de, de,n 

et g' contient r — m transformations infinitésimales X',„_|_i/', ...,XV/' indépen- 
dantes de \\f = X,/*, . . . , X^rnf = Xmf' Dc plus on voit que 

Il en résulte que ? et x sont deux formes quadratiques à discriminant différent 
de 0, par suite que les deux sous-groupes invariants g et g' sont semi-simples. 

Théorème If. — Si un groupe semi-simple G d'ordre r admet un sous-groupe 
invariant g d'ordre m, il admet un autre sous-groupe invariant g' d'ordre r — m 
n'ayant aucune transfoimation commune avec g, et les deux sous-groupes g et g' sont 
semi-simples. 

Remarque. — La démonstration s'appliquerait encore si on supposait le sous- 
groupe invariant g semi-simple, sans rien supposer sur le groupe G; on aurait 
encore un sous-groupe invariant g' d'ordre r — m n'ayant aucune transformation 
commune avec g et échangeable avec g. On peut donc énoncer le théorème suivant : 



Théorème III. — Si un groupe G d'ordre r contient un sous-groupe invariant 
semi-simple g d'ordre m, il admet uîi sous-groupe invariant g' d'ordre r — m 
n ayant aucune transformation commune avec g; autrement dit ^ il se décompose^^"^ en 
deux sous-groupes invariants dont l'un est précisément g. 

^ ■ I — ■ ■ — ■ » » I — I 11 MW ■ » — ■_■■■■_■ ■■■■■■■- — ■ - » 

(1) Cette expression est la traduction du mot « zerfallen » dû à M. Killino, Z. v. G., III, p. 57 
et 74. Un groupe se décompose en plusieurs sous-groupes lorsque ces sous-groupes n'ont aucune 
transformation commune et que toute transformation infinitésimale du groupe est une combinaison 
linéaire des transformations infinitésimales des sous-groupes. On pourra remarquer qu'il y a un 
lapsus dans la définition de M. Killing, lorsqu'il dit que toute transformation du groupe, h part la 
transformation identique, appartient à un et à un seul des sous-groupes en question. 
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3. Revenons aux groupes semi-simples. Soit G un tel groupe. Si Gi est un 
sous-groupe invariant de G qui ne soit contenu dans aucun sous-groupe invariant plus 
grand autre que G, G admet un sous-groupe invariant semi-simple ,71, qui avec G, 
complète G, et (ji n'admet évidemment pas de sous-groupe invariant; comme il 
ne peut pas être d'ordre i, parce qu'il serait intégrablo, il faut que 71 soit un 
groupe simple. Gi se décompose de môme, s'il n'est pas simple, en deux sous- 
groupes invariants Gj et gfs, ce dernier étant simple, et ainsi de suite. 

Théorème IV. — Tout groupe semi-simple se décompose en un certain nombre de 
sous-groupes invariants simples échangeables entre eux^ et réciproquement, 

La réciproque est en effet évidente, car si un groupe formé de h sous-groupes 
invariants simples 71, grj, . ...gn admettait un sous-groupe invariant intégrable </, 
les transformations communes à g et g^ par exemple formeraient un sous-groupe 
invariant intégrable de 71, ce qui n'est possible que si g n'a aucune transformation 
commune avec r/t- Le même raisonnement prouve que la décomposition d'un 
groupe semi-simple en groupes simples n'est possible que d'une seule manière. 

Le théorème IV montre aussi qu'un groupe semi-simple est son propre groupe 
dérivé. 

L'étude des groupes semi-simples se ramène donc immédiatement à celle des 
groupes simples. 

4. Considérons un groupe semi-simple et mettons-le sous la forme réduite 
relative à un sous-groupe y déterminé. Appelons toujours Xoi/", Xoî/", . . . , Xo// les 
transformations infinitésimales qui déterminent le sous-groupe y» ^^ ^aiA 
Xa2/*, . . ., ^xmj celles qui appartiennent à la racine w» (a = 1,2, . . . , ;)). Nous 
supposons de plus (III, 6) que l'on a 

(1 = 1,2,. . , A- ; 7 = 1, 2, . . . , m^ ; a = 0, 1 , 2, . . . , ;)). 

Considérons alors la forme quadratique ^i{e). Comme le groupe est son 
propre groupe dérivé, ^x[e) est identiquement nul et par suite (II, 1), on a 

(2) — 2-}',(e) = 2 '^.V.vC;>x. 

I. y, X, }t 

Supposons que Xî/", Xa/*, ..., X'rf soient dans un certain ordre les transfor- 
mations Xa,/ (a = 0, 1, 2, ..., 7^ ; i = 1, 2, ..., Wa), et que dans les formules (2) 
les indices i, y, X, \l se rapportent aux transformations Xi/*, ..., Xî./". Alors pour 
que le coefficient de e^j ne soit pas nul, il faut que les racines auxquelles appar- 
tiennent Xî/et X'jf soient égales et de signes contraires, car sinon tous les pro- 
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duits CfxitCyjix seraient nuls (II, 12). ^i est donc la somme d'une forme quadra- 
tique en ^01, ^08» •••» ^ofc et d'une somme de termes de la forme ke^fi^^^ 
où w, -H (0^=0, (a, p = 1, 2, ...,;)). 

(3) 'ta = *(eoi. ^02, ..., e^k) + ^ ^[^!)[^jf^fi%i'> (»> ? = ^ 2, ..., ;^ ; w^ -h to^ = 0). 

On déduit immédiatement de là que pour avoir la valeur de *, il suffît de 
prendre le coefficient de to'^s ^^^ç^ |g premier membre de Téquation caractéris- 
tique relative au sous-groupe 7. * devant être réductible à une somme de k carrés 
indépendants, les racines ^wj, w^, ..., w^ ne peuvent s'annuler en môme temps 
pour aucune transformation de 7. Si alors nous nous reportons au corollaire du 
théorème XII (II, 13), nous voyons que le groupe dérivé de y doit se réduire à la 
transformation identique, c'est-à-dire que les transformations du sous-groupe y sont 
échangeables entre elles, 

La formule (3) montre en outre que les racines de l'équation caractéristique 
sont deux à deux égales et de signes contraires. Je dis de plus qu'étant donnée une 
transformation infinitésimale quelconque appartenant à la racine w,, soit par 
exemple Hxif, je puis lui en associer une autre appartenant à la racine w^ = — oj^, 
soit â3/=XlXJ,/'^-X,Xpî/'-4-...^-X„pX;,^^^ telle que si (X,tâê3)=CoiXo,/'-+-...^-eoAXofcA 
on ait 

car s'il n'en était pas ainsi (II, 13), l'équation caractéristique relative à une quelcon- 
que des transformations (XaiXp,), ...,(XaiXp^) aurait toutes ses racines nulles, ou 
plutôt chacun de ces crochets serait nul. Considérons alors le coefficient de e^^e^^ 
par exemple dans daW. C'est, à un facteur constant près, 

Prenons dans cette somme tous les termes qui se rapportent à la même valeur 
de X ; ils seront nuls si aucune racine n'est égale à w^ h- w^^ ; et dans le cas con- 
traire il faudra prendre pour \l l'indice qui correspond à la racine ^^ -f- w,. Mais 
d'après les relations entre les c, on a 

y=i ;-» i—\ 

Le dernier terme est nul par hypothèse, et on voit que la somme des termes 
de A qui se rapportent à une même valeur de X est nulle si tox — w^^ n'est 
pas racine, et est égale à la somme des termes qui se rapportent à l'indice p, 
si w^ — to^ _ 10^ gj^ continuant de proche en proche on finira par arriver à une 
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somme nulle. Donc finalement A = 0. Les coefficients de Cai^?i, ^ai^?2, ..., ^ai'' 



i»'"^ 



seraient donc nuls et par suite e^i n'entrerait pas dans 4^2, ce qui est impossible. 
Supposons donc que i étant un des indices 1, 2, . . ., wt^, on ait 

Si nous nous reportons au 1 14 du chap. Il et si nous remarquons que 

nous voyons que la racine to^^ est simple ci qu'aucune des quantités Sw^, Sw., . . . 
n'est racine. 

Si enfin nous remarquons que parmi les racines de Téquation caractéristique 
relative au sous-groupe Yî il y en a certainement k d'indépendantes, nous voyons 
que le rang / du groupe (II, th. V) est exactement égal à A;. 

Théorème V. — Etant donné un groupe semi-simple d'ordre r et de rang l, 
l'équation caractéristique de ce groupe jyossùde l racines identiquement nulles et l seu- 
lement. Chaque transformation générale fait partie d'un sous-groupe y d'ordre l à 
transformations échangeables entre elles. L'équation caractéristique relative à ce sous- 
groupe Y w'«; à part la racine 0, que des racines simples deux à deux égales et de 
signes contraires ; l de ces racines sont indépendantes ; si w, est une racine^ il n'en est 
jamais de même de âw», Sw^, . . . Enfin le crochet des deux transformations qui ap- 
partiennent à deux racines égales et de signes cotUraires n'est jamais nul. 

Dorénavant je désignerai simplement la transformation, définie à un facteur 
constant près, qui appartient à la racine ^^, par X»/*. De plus je désignerai par 
a' rindice de la racine égale à — w^. Je poserai en outre pour simplifier 

(4) (XaXa') = Ya/* = C^, »', (oi)Aoi/*-f- '"+ C^,^' ,{01)^01 f - 

Comme la quantité Se,, »», (oy)Wa^"'"^ est difl'érente de 0, je pourrai toujours 
supposer que j'ai les relations suivantes : 

(5) (YaXJ = -2X.A (Y.XaO = 2Xa/, (X.X,.) = Y,/"; 

il suffît pour cela de multiplier X^f et X»/ par des constantes convenables. Y»/' 
est alors complètement déterminée. Je poserai enfin 

(6) (Y.X,) = a,.aXp/, (a, p = 1, 2, ...,/• - /)• 
J'introduis ainsi (r— /)^ constantes a^p, où par convention on a 

«aa = — 2, Oaa' = 2, û^p' = — O^p, «a'? = "~ «a? • 

Les formules (5) montrent qu'à chaque couple de racines égales et de signes con- 
traires correspond un sous-groupe à trois paramètres simple. 
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La transformation infinitésimale ¥«/*, telle qu'elle est définie par (5), sera 
dite associée à la racine w». 

5. Soit to, une racine. Prenons une racine quelconque Wp et supposons que 
^^ -+- ^a» W{s + 2co^, . . . , cuj 4- htfi^ soient racines, mais non w^ 4-(/i -f- l)a)^ ; de 
m<)me w^ — to,, . . . , w, — A'oj^. La formule (28) du ch. II (§ 13) devient ici 

(A _^ h' ^ i)flp, = (A — h'){h -h /i' -^ 1), 
c'est-à-dire 

(7) a^, = h— 'h', 

et cette formule est encore applicable si h ou h' sont nuls. De plus, si on suppose 
A > i et si on appelle wv la racine «» h- w^, on a 

Ca^T^a'r? = /i(/i'-f- 1)9^0. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème VI ^^\ — Le crochet des deux transformations qui appartie^inent aux 
racines w, et (o^ est différent de si w^ -+- tu^ est une racine. De jylus dans les 

formules 

(Y,X.) = fl,,X/, («„ = -2), 

les constantes a^^ sont des nombres entiers qui jouissent de la propriété suivante : 
Vexpression tM^-\- a^^i^u est une racine ^ du même que toutes les quantités w^i+KOp, 
(1)» ± 2top, . . . j comprises entre w^ et aa^wg,* enfin si w» -f- Awp est une racine^ il en 
est de même de w, -+- (a^p — A)^^, cette dernière propriété caractérisant d'ailleurs 
complètement le nombre a^^. 

Nous avons supposé implicitement qu'il n'y avait pas d'autres racines de la 
forme oip 4- mio, que celles comprises entre Wg — A'w, et w^ 4- hoy^. Or 
cela est évident, car si 0)5 = wp 4- (A -1- A:)^. était racine {k > 2) sans que 
cop -f- (/i 4- A* — i)a), le fût, on devrait avoir d'après la formule (7) 

a^^ > ; 
mais 

«Ea = a^z -+- {h H- A-jflaa = — (A + k' 4" 2/i:) < 0, 
ce qui est impossible. 

Remarquons que de la définition même des nombres a^^ résultent les faits 
suivants : Si w^ = nua^ 4- n^^ -h . . . , on a 

ayj = ma^i 4- /îa^,- -h ... ; 
et si \xf = wiY,/* -h nYp/", on a 

«X = wm,a -+- wa,p 4- . . . 

(1) Cf. KiLLixG, Z. V. G., Il, p. 34 et 16. 
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Le fait qu'on peut déduire de Vexistence de deux racines Vexisience d'une troi- 
sième racine est fondamental pour la suite, 

6. Soient tw, et loj deux racines et posons 

(i)iif = w,- -h aijiiij. 
Cherchons à déterminer les a,* connaissant les a», et les a^j. Si oj^ = 0)4 + Iim^ 
est une racine, il en sera de môme des quantités suivantes : 

oj^ = wp ~h a^jO}j = o)a -h a^jtûj -f- /i(tu;t -+- ÛAy^;\ 
wj = 0)^ -h a^fWi = û). + a^^wy H- (a«- -+- a^jaji)(sii -h /i[wjt h- a;^^^^ 4- («*; 4- aik;ayi)**'i]i 
to, = Wfc 4- a^jiùj = w« -h (a^ji -h a^jaji)(oi', + a^/oy) h- A[a)^. 4- (a/^^ -4- aA/Xyf)(*»*t+ «i^^y)], 
d'où, on tenant compte de la valeur de wj^, 

(o, = co^ -h (a,,- -4- a^fiji — h)i^ik' 
Il en résulte (fin du Th. VI) que 

a»* = flai 4- (^AjÇji' 

Si nous appelons Yjt/" la transformation du sous-groupe y associée à wjt, nous 
avons alors, quel que soit a, 

(Y, - Y, ^ ay;Yy, X,) = 0, 

d'où, puisque pour aucune transformation de y les racines ne peuvent être toutes 

nulles, 

Y,f=Yf-i-ajiYjf. 

Théorème VII. — Si Y,/" et Y^f sont les deux transformations du sous-groupe -^ 
associées aux racines w» f^t «o^, Y^f+ a^^^f est une transformation associée à une 
troisième racine, à savoir to^ + a^^wp. Si alors on pose 

w^Si = w« -h a^^iii , ci>.S,S;- = (w^S^Sy , . . . , 

Y.Si = Y^-h auTdf, YSiSj = (Y.S.)Sy, 

à la racine a>aS,S;Sit. ■ . est associée la transformation YaSiS^S*. . . 
Le raisonnement fait nous montre en outre que si 

on a 

^Sk = <»>aS;S,Sy, 

d'où par suite : 

Théorème VIII. — Si on appelle (n^ la racine co,Sy Sj . .Sy , on a, quel que 
soit oL, 

(8) W.S/, = «««Sy^Sy^, . . . Sy,S,S;jS;, . . . Sy^, 

et si Yftf = YiS^jS;, ... Sy , on a de même 

(9) YaS* = YaSy^Sy^j . . . Sy^ S/Sy^Sy^ . . . Sy^^. 

C ART AN 8 
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7. Je vais maintenant exposer la manière dont Killing utilise la propriété fonda- 
mentale des entiers a,/, ^^\ Soient p racines quelconques indépendantes wj, wg, . .,a)^. 
Considérons une racine quelconque non indépendante de C0|, wj, . . . , a>,„ c'est- 
à-dire de la forme «iitoj -h w^toj +...-+- wï^,a>^. Si nous effectuons sur cette 
racine w» la substitution S = S1S2. . .S^,, nous trouverons une autre racine w.S ; 
de même w.S*, to^S', .... Le nombre des racines étant fini, il faut que pour 
deux entiers A > et |ji > i, on ait 

mais si on pose H = S^S^^i. . . Sj, on voit que S? = i, d'où 

CU^S'^2'^ = O). = (O^S^. 

Si on fait cela pour toutes les racines non indépendantes de wi, wj, . . . , w^, on 
obtiendra une série de nombres entiers [i dont nous prendrons le plus petit com- 
mun multiple. Si nous le désignons encore par fx, nous voyons que quelle que soit 
la 7*acine co^j = î/iiWj -4- 7112^2 4- ... -H m^w^, on a 

Si nous regardons 7/I1, Wj, ...,m^ comme des indéterminées, la quantité w.s 
est de la forme m',oii 4- m^wj 4- ... -1- 7/1^10^, 011 

(10) 7?iJ = ^ 6,A7Wfc, (i = 1, 2, . . . , p). 

Gomme il y a au moins p racines w^ indépendantes, par exemple co^, wj, . . , w^, 
il faut que la substitution (10) répétée \l fois sur les variables 7«i, r/ij, . . . , 771^, donne 
la substitution identique, 

11 faut et il suffit pour cela ^*î que le déterminant 

On — s bii ... bip 

/ j j \ ^21 ^22 — s , . , bip 



bp\ bp2 . . . Upp — s 

qui contient l'indéterminée s, ne s'annule que pour des racines ;jl" de l'unité et 
que si s^ est racine multiple d'ordre h du déterminant, elle soit racine multiple 
d'ordre h — 1 de tous ses mineurs du premier ordre. 
Calculons donc les coefficients 6^^* Si nous posons 

WaSiSj. . .S, = 7?l/»')««Ji + 7n2^*'^Wj -+-... 4- 7?l/ÎCO^, 

nous voyons que 

U) KiLUNG, Z. V. G., II, p. 18-23. 

(2) V. LiPsciiiTz, Acta Mathematicay t. X, p. 137 sqq. 



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 5& 



p=:ii 



m/»î = wi/*-*), 



m/0 = m/«-^) + 2j "*p^'"*^«pm (i 7^ î). 



p=i 



On en déduit facilement les relations suivantes ^^\ en remarquant que m/'^) = m^v 
pour i > ^ et que m/*^ = S6,pWip pour i < A- : 

j p=:i-l 

P=l 
P=i-1 

(12) { A«= 2Î^A' — ^' 

p=l 

P=:f-1 



*iA = ^ cifiàpk -4- «W» î < ^• 



P=l 



On déduit de là 

^« — «lî^il = 0, bff — 0,2^12 = — i, 



bij, — a pi , 

O2J, — ttiiOip = Uja^ 



p=l»-i 



p=;>-t 



p=i>-i 



0^1 — ^^ flpji^pi — 0, ôj,j — ^^ cifpàp2 — 0, . . ., 
p=i p=i 

Par suite le déterminant (11) est égal au déterminant 

— 1 — s a2i «31 

— 1 — s az2 ... 



^Pl> ^ ^9P^?P — 



— 1 



p=l 



(13) 



a 



pi 






a 



p2 



OnS 



— 1 — * 



a 



i'3 



— 1 — 5 



= m. 



CLipS (l2pS Cl^pS • . . 

et pour les deux déterminants (11) et (13), les mineurs d'un certain ordre de Tun 
quelconque d'entre eux s'expriment en fonction* linéaire des mineurs du môme 
ordre de Tautre. 

Le déterminant (13) ne peut pas s'annuler pour s = 1 sans que 1 soit une 
racine multiple d'ordre pair 2h ; mais alors le mineur obtenu en supprimant la 
dernière ligne et la dernière colonne devrait avoir la racine 1 comme racine mul- 
tiple d'ordre 2A — i au moins, c'est-à-dire d'ordre 2A au moins, et ainsi de 
suite jusqu'à — 1 — s qui n'admet pas la racine 1. Donc le déterminant (13) ne 
s'annule pas pour * = 1, autrement dit, on a 



(1) Cf. KiLLLNG, Z. y. G., II, p. 19. 
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I Uij I z^O, {i,j = 1, 2, ..,,p), 

et cela sous la seule condition que les racines w^, wj, . . ., w^ soient indépen- 
dantes to. II en serait de môme si les transformations Y,/", . . . , Y^f étaient indé- 
pendantes. On a donc le théorème suivant : 

Théorème IX. — La condition nécessaire et suffisante pour que p racines 
coi, a>j, . . . , oip soient indépendantes est que le détomiinant des entiers aij correspon- 
dants soit différent de zéro, La condition nécessaire et suffisante pour que les trans- 
formations du sous-groupe .7 associées aux p racines toj, w,^ . . , , w^ soient indé- 
pendantes est que le déterminant des entiers aij correspondants soit différent de 0. 
Pour que les transformations Y if, . . . , Y;/ associées aux p racines ca,, w,, , . . , w,, 
soient indépendantes, il faut et il suffit que les p racines soient indépendantes. 

Si alors a>i, ws, . . ., 0*^, sont p racines indépendantes et ci)^,_j_t une racine de 
la forme mitoi -|- wiso)» + . . . h- m^w^, les vii sont déterminés par les relations 

p=l 

et par suite, comme | a^ | est différent de 0, sont des nombres commensu- 

rables. 

• 

Corollaire (^). — Si p racines sont liées par une relation linéaire et une seule, on 
peut toujours la ramener à être à coefficients entiers. De même si p transformations du 
sous-groupe f, associées à p racines, sont liées par une relation linéaire et une seule^ 
on peut ramener cette relation à être à coefficients entiers. 

En particulier si on considère / racines quelconques indépendantes, toutes 
les autres s'expriment en fonctions linéaires à coefficients commensurables de ces 
/ racines; de môme pour les transfornoiations qui leur sont associées, relativement 
aux transformations associées aux / premières racines. 

8. Si nous développons le déterminant (13), nous trouvons 

(— 1 yD(s) = 5^ — Mi5^* -♦-••— Mj^iS 4- 1, 
où, en particulier, en supposant t'i < l'a < t'a < •• < h^ on a 

Si nous remarquons que l'équation D(*) = doit être réciproque et que d'autre 



(1) KiLLL>G,Z. V. G., II, p. 22, 

(2) Cette proposition (ou plutôt la première partie de cette proposition) n est énoncée par 
kouNo que dans le cas p = / + 1 . 
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part pour avoir «''Df-J il suflit de changer aij en ayt, nous trouvons, en suppo- 
sant toujours que dans chaque somme ii < «î . . • , 

et on doit avoir Mi = ^p-i. Comme cela a lieu quels que soient Tordre et le 
nombre des racines ^i, 102, . . ., w^, on voit^*^ que si on j)rend un nombre qui- 
conque de racines indépendantes a)», wp, ..., to,, <d>, on a 

(14) aa»«î»v ... flxx = apa^TP • • • ^Xx. 

Enfin (*) si — 1 est racine multiple d'ordre h de D(5), on voit que 

D(5) = (— 1 - sf[e'^ - s)[e-'^ — *)..., 
d'où 

(15) 0<(— l)^'D(i)<2^ 

Une dernière remarque qui nous sera utile est la suivante. Si W| et w, sont 

deux racines indépendaates, on ne peut avoir a^ = sans avoir en même temps 

rtji = ; car le déterminant 

— 1 — s a^i 

—1 — 5 

admettant la racine double — 1, le mineur du premier ordre a^x doit Tad- 
mettre aussi, ce qui exige a^i = 0. 

Théorème X. — Si wi, 0)2, . . . , ti),_; désignent les racines simples de l'équation 
caractéristique d'un groupe semi-simple d'ordre r et de rang l, les entiers aij déter- 
minés joar ces racines sont tels que : 

1** Si (0|-, (oy sont deux racines indépendantes, a^ ne peut être nul sans que aji 
ne s'annule en même temps ; 

2** Si lOg, cop, to^, ..., w^, 10^ sont des racines indépendantes en nombre quel- 
conque, on a 

3* Si ot)i, wj, ...,ci>p désignent p racines indépendantes quelconques, le déter- 
minant des entiers aij correspondants n'est jamais nul et est compris entre et ( — 2)'*, 
cette dernière valeur pouvant seule être atteinte. 

Etant données p racines indépendantes (Oj, co^, ..., (o^), nous dirons que les ;j* 
entiers a^- correspondants constituent un système d'entiers d'ordre p associé aux 
racines wj, a>2, ..., w^. Toutes les racines obtenues en partant de o»,, wg, ...,a)^ 
et effectuant dans un ordre quelconque les substitutions Si, Sj, . . . , S;, seront dites 
fournies par le système d'entiers. 

(1) KiLLING, Z. v. G., II, p. 21. 

(2) KiLUNG, Z. T. G. , II, p. 22. 
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9. Un système d'entiers d'ordre p : a/y, est dit simple^^\ si, étant donnés deux 
indices quelconques i,j de la suite 1,2, ...,/>, on peut trouver une série- 
«1, as, . . ., «A d'indices de la même suite telle que 

Le système est dit composé dans le cas contraire ; dans ce cas on peut, en fai- 
sant au besoin une permutation sur les nombres 1, 2, . . ., ;?, faire en sorte que 
les systèmes (1,2, . . . , Ai), (Ai -+- 1, . . . , As), . . . , soient simples, les aij pour 
lesquels les indices i eij appartiennent à deux séries distinctes (1, 2, ..., A^ ; 
Al H- 1, ..., Aj), . . . , étant tous nuls. 

Tout système simple d* ordre 79 >> 3 contient au moins deux sous-systêm^s sim 
pies d'ordre p — 1^'). Pour j; = 3 cela est évident, car des trois produite 
«11^21, aisaai, a^^a^, un au plus peut être nul, sans quoi le système serait composé. 
Supposons que la proposition soit vraie pour ;? = 3, 4, ..., A; je dis qu'elle est vraie 
pour /? = A -+- i > 4. Supprimons en effet l'indice A + 1. On obtient un sys- 
tème d'ordre A qui peut être simple ; si cela a lieu quel que soit l'indice supprimé^ 
la proposition est démontrée. Si le système (1,2, . . ., A) est composé, on peut 
supposer qu'il est formé des /: > 2 sous-systèmes simples (1,2, ...,;ji), 
(/^i H- 1 , . . . , pi), . . . , (/7fc_i -H 1 , . . . , A) ; et dans chacune des k séries d'indices 
(1, 2, . . . , ;;i), . . . , il existe au moins un indice a tel que a^ji-^x ^ 0. Si le pre- 
mier sous-système (1,2, ...^pi) ne comprend qu'un indice, en le supprimant, 
on a évidemment un sous-système (2, 3, . . . , A + 1) qui est simple. S'il comprend 
plusieurs indices, on peut toujours, en en supprimant un autre que a, obtenir un 
sous- système simple d'ordre pi — 1, ce qui donne encore manifestement un 
sous-système simple d'ordre h=p~~i, il y a donc au moins /:>2 sous- 
systèmes simples d'ordre A. C. Q. F. D. 

Deux systèmes d'entiers d'ordre p, correspondant l'un S aux p racines in- 
dépendantes W|, tos, ...,0)^; l'autre 2' aux ;; racines indépendantes 

a>;. = m^ixi^ -+- wi.swi -f- ... 4- m;^,a)^, (i = 1, 2, ..., ;)), 

sont dits équivalents, lorsque toute racine fournie par le système I est fournie 
par le système S' et réciproquement ^^\ 

Si les racines to,, w,, ..., w^ sont fournies par le système S', il en est de même 
de toutes celles fournies par le système S. Il suffit, pour le voir, de se reporter au 
théorème VIII (§ 6) ; car une substitution S, revient alors à une succession de substi- 
tutions S'. 

(1) KiLLixG, Z. v. G., II, p. 23. 

(2) Cette proposition est énoncée sans démonstration par Killlxg, loc. cit., p. 24. 

(3) KiLLLNG, Z. V. G., II, p. 24. 
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11 en résulte que pour que les deux s^y sternes S et H soient équivalents, il faut et 
il suffit que le système S fournisse les racines w'i, to,, ..., w^ qui définissent le système S', 
et que le système S' fournisse réciproquement les racines wi, w,, ...^ w^ qui définis- 
sent le système S. 

Par exemple, si 

if}\ = 0)4-+- aiaWj, 0)', = a>î, . , . , o)^ = 10^, 

ïo'j, toj, . . . , (Dp sont évidemment fournies par S, et réciproquement, oji, 0)2, . . . , Wp 
sont fournies par S' puisque 

toJSj = l0iS2 = W1S2S2 = w,. 

Si rfewx systèmes sont équivalents, ils sont en même temj)s simples ou composés. 
Car si le système S par exemple est composé des deux sous-systèmes simples 
(I, 2, . . ., A) et (/i-l-1, .. .,/?), les racines fournies par 2 sont ou de la forme 
wiio), + m2a)2 -h ... -h rwftWA, ou de la forme mh_^^oih^^ +...-*- m^w^. On peut donc 
supposer que wj, wi, ..., w^ ne dépendent que de] (Oj, w,, ..., a>;i etque «wi-f_i, ...jwji 
ne dépendent que de w^^-i, ...,^1**» ïnais alors tous les a'ij (i = 1,2, ..., A; 
; = /i-i- i, ..., /)) sont certainement nuls et le système S' est composé. 

De tout cela il résulte que si on veut déterminer tous les systèmes possibles 
d'ordre p, il suffit de déterminer tous les systèmes simples, non équivalents d'ordre 
inférieur ou égal à p. Cette détermination a été faite à peu près rigoureusement 
par M. Killing ^*\ et on arrive à ce résultat excessivement remarquable que le 
nombre des systèmes simples non équivalents d'ordre p est fini et ne dépasse jamais 
cinq. 

Pour ne pas interrompre la suite des idées, nous supposerons faite cette déter- 
mination et nous allons voir quelles conséquences on en peut tirer. 

10. Je vais d'abord démontrer le théorème suivant, énoncé sans démonstration 
par Killing ^*\ 

Théorème XI. — Etant donné un groupe semi-simple de rang l, on peut toujours 
choisir l racines indépendantes telles que le système d'entiers qui leur est associé 
fournisse toutes les racines de l'équation caractéristique. 

Considérons d'abord p racines a>,, w,, ..., w^, liées par une relation et une 
seule, nécessairement à coefficients commensurables, 

miWj 4- 7n2W2 -h ... 4- wiptD^ = 0, 

où nous ne supposons aucun des coefficients nul. Alors il est bien clair que 

(1) KiLUNG, Z. T. G., II, p. 25-33. 

(2) Killing, Z. v. G., II, p. 37. 
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I «/y I = 0, (iyj = 1,2, ...,;;;. 

Je dis que le système d'entiers aij (en étendant un peu une déûnition précédente) 
est simple ; car sUl se décomposait par exemple dans les deux systèmes simples 
(1, 2, ..., /i), (/t-hl,...,/^)» Tundes déterminants correspondants, par exemple le 
premier, serait nul ; par suite (th. IX), les racines toi, w,, ..., w^^ ne seraient pas 
indépendantes, ce qui n'est pas possible. Il résulte de là (§ 9) qu'on peut trouver 
(p — 1) des racines wj, wj, ..., w^, fournissant un système simple ; soient 

ci)|, a>2, ..., a)^»_i. 

Cela étant, je dis qu'on peut trouver (p — 4) racines telles que le système 
d* ordre p — 1 qui leur est associé fournisse les p racines Wi, wj, ... , ui^. En 
effet, je suppose démontré qu'un certain système équivalent au système simple 
(1, 2, ... , ;^ — 1), soit le système associé aux racines loj, loj, ..., ^'p-n 
jouisse de la propriété que jy — i des racines wj', toj, ..., io^_i, w^ fournis- 
sent la 79% soient, pour fixer les idées, wj, wj, ... , w^,, w^,. Alors le système 
associé aux racines wj, wj, ..., w^_,, co^ fournira les racines wj, wj, ... , w^ 
et par suite aussi wj, wj, ... , oi^. Tout revient donc à faire la vérification sui- 
vante. On prend tous les systèmes simples non équivalents d'ordre ]j — 1 qu'on 
a déjà déterminés ; soit (a^) (i, j = 1, 2, ... , p — 1) un de ces systèmes ; on 
détermine de la manière la plus générale 2(7; — 1) entiers a,^,, a^^ tels que le 
système d'ordre p obtenu soit simple et que le déterminant total des a,y soit nul. 
On en déduit une relation entre wj, w,, ... , to^, : 

W|Wi -h 7^2 wj, . . . -i- mptuj, = 0. 

* 

On exclut les cas où un des coefficients m, serait nul et ceux où une des p racines 
se présenterait comme multiple d'une racine fournie par les yj — i autres. Il 
suffit alors de vérifier dans tous les autres cas que ;) — 1 des p racines 

fournissent la p\ 

Ces vérifications se font par des calculs entièrement analogues à ceux qui ser- 
vent à déterminer tous les systèmes simples non équivalents d'ordre p, connais- 
sant ceux d'ordre p — 1. Nous les supposerons faites pour l'instant. 

Cela étant, soit un groupe semi-simple de rang /. Prenons l racines indépen- 
dantes quelconques w,, w,, ..., w/, et considérons toutes les racines qui s'en 
déduisent au moyen des a,y. Si on obtient ainsi toutes les racines de l'équation 
caractéristique, le th. XI est démontré. S'il n'en est pas ainsi, soit w^ une racine 
non obtenue. On a une égalité de la forme 

w, = înjWj -f- 771 jOj 4- . , . 4- m^,a>^, (;; < /, m^m^ ...m^^O), 

Il en résulte, d'après les considérations précédentes, qu'on peut trouver / ra- 
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cines indépendantes tu/, w^, ..., w/ fournissant wj, w^, ... , a>/ et w^. Par 
suite, d'après les considérations du § 9, le système qui leur est associé fournit 
toutes les racines obtenues au moyen de (Oj, wj, ..., w,, mais fournil en outre 
la racine w^. En procédant de proche en proche on voit qu'on peut supposer les / 
racines indépendantes w,, wj, ... , w^ choisies de telle façon que le système qui 
leur est associé fournisse toutes les racines de Téquation caractéristique. 

Nous dirons que ces / racines ainsi choisies forment un système fondamental 
de racines de l'équation caractéristique. 

il. Considérons alors un groupe semi-simple G de rang / et supposons que 
(Oj, toj, ..., w/ forment un système fondamental de racines de l'équation caracté- 
ristique relative à un certain sous-groupe y- Cherchons tous les sous-groupes in- 
variants de G. Nous savons, d'après le th. X (II, 11), qu'un tel sous-groupe est dé- 
terminé par celles de ses transformations infinitésimales qui appartiennent aux 
différentes racines de l'équation caractéristique. Supposons d'abord qu'un sous 
groupe invariant contienne une transformation du sous-groupe y» soit 

^Y/-+-...-l-XAY= Y/". 

Alors il contiendra (YXi), (YX3), ..., (YX/\ c'est-à-dire l'une au moins des 
transformations \\f^ X,/", ... , X//", soit X,/. Par suite il contiendra aussi 
(XiXj/) = Y,/*, et tous les X»/* pour lesquels a^i ;zf: (d'après (YiX^) = aaiX^/"). 
On en déduit que si (1,2, ... , h) est la plus petite série d'indices contenant 
1(A < /), et telle que w,, w,, ..., w^ donnent naissance à un système d'entiers 
simple, le sous-groupe invariant contiendra toutes les transformations qui appar- 
tiennent aux différentes racines 7/i,wi h- mîWj -+-...-+- wi/»wa, ainsi que toutes les 
transformations du sous-groupe y qui sont associées à ces racines. 

On déduit de laque si le stjstème fondamental d'entiers aij est simjole, le groupe 
est simple. Si le sy,st&me fondamental d'entiers a,; se décompose en deux souS'Systèm£s 
simj)lesy par exemple (1, 2, ... , /i) et (A -+- 1, ... , /), le groupe contient deux 
sous-groupes invariants simples échangeables entre eux ^^\ 

Nous retrouvons ainsi une deuxième démonstration du théorème IV, car à 
partir du § 4, nous avons supposé uniquement que pour les groupes dont nous nous 
occupions, le discriminant de la forme quadratique ^i{e) était différent de zéro. 

D'après cela, si nous supposons faite la détermination de tous les systèmes 
d'entiers simples non équivalents d'ordre /, nous n'aurons que peu de chose h 
faire pour déterminer toutes les structures de groupes simples de rang /. Il suffira 



(1) Cf. KiLLLXG, Z. V. G., II, p. 36. 
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de prouver qu'à chaque système d'entiers trouvé correspond une structure de 
groupe simple et ime seule. C'est ce que nous ferons dans le chapitre suivant. On 
arrive ainsi au résultat capital que j'énonce immédiatement : 

Si on ne regarde pas comme distincts deux groupes de même structure, il existe 
en général quatre groupes simples de rang L Ce nombre se réduit à 1 pour / = 1, 
à 3 pour / = 2 et / = 3, et devient égal à 5 pour / = 4, 6, 7 et 8. 

12. La partie des recherches de M. Killing qui se rapporte aux groupes simples 
^st sans contredit la plus importante, aussi bien par le talent dont fait preuve son 
auteur que parles résultats auxquels il arrive. M. Killing [Math. Ann,, t. 33, p. 13 sqq. ) 
se propose la recherche de tous les groupes d'ordre r qui satisfont aux conditions 
suivantes. Chaque transformation infinitésimale générale fait partie d'un sous- 
groupe Y d'ordre / à transformations échangeables entre elles, et l'équation ca- 
ractéristique relative à y admet r — l racines distinctes et différentes de zéro ; de 
plus le groupe doit être son propre groupe dérivé ; enfin il ne doit pas admettre 
de transformation distinguée. Killing en déduit que l désigne précisément le rang 
du groupe. On peut alors trouver 21 racines : ±w,, ztujj, ... , iw^ telles que 
les 2/ transformations qui leur appartiennent : Xi/", Xi/, ... , X/, X// donnent 
par leurs crochets (XiXi»), (XjXj.), ... , (X/X/»)^ l transformations indépen- 
dantes du sous-groupe y* Killing arrive ensuite à la notion des nombres entiers 
«al, a«2j ...,««/» * désignant l'indice d'une racine quelconque ; il montre alors 
que si le déterminant des a^y est difi'érent de zéro (i,y=l, 2, ..., /), touteslesra- 
cines peuvent s'exprimer en fonctions linéaires à coefficients commensurables 
des l racines to,, a>,, ... , to^ (p. 13-17). 

M. Killing établit ensuite les conditions auxquelles doivent satisfaire les /' 
nombres entiers; c'est ce qui est exposé dans les § 7 et 8 de ce chapitre. Néan- 
moins Killing n'a pas vu l'espèce de réciprocité qui existe entre les racines et les 
transformations du sous-groupe y qui leur sont associées, et en particulier le rôle 
joué par les entiers a^ aussi bien vis-à-vis des tranformations que j'ai appelées Y/ 
que vis-à-vis des racines auxquelles elles sont associées. Après avoir partagé les 
systèmes d'entiers en simples et composés, équivalents et non équivalents, 
quoique sans donner de critérium nécessaire et suffisant pour l'équivalence de 
deux systèmes, Killing passe à la détermination de tous les systèmes simples non 
équivalents (p. 23-33). 

M. Killing s'occupe ensuite des groupes qui, selon notre manière de parler, 
possèdent un système fondamental de racines. Il montre alors, quoique d'une 
façon peu rigoureuse, que les crochets (X«Xp) sont toujours différents de zéro dès 
que w^-t-wp estime racine, et que, en particulier, aucun des crochets (X^X»') n'est 
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nul. Il en déduit que le groupe est simple ou composé suivant que le système 
fondamental d'entiers est lui-même simple ou composé. 

M. Killing cherche alors à démontrer que si un groupe est simple, il possède 
nécessairement un système fondamental de racines ; il démontre pour cela que 
s'il n'en est pas ainsi et si on prend un système particulier de l racines indépen- 
dantes, il doit y avoir au moins une racine co^ non fournie par ce système et telle 
que (XaXa') 96 0. Il en déduit qu'on peut prendre cd» pour une des / racines 
u)i, it>2, ...,(*)/; mais il ne démontre nullement qu'il est possible de le faire de 
façon à obtenir encore toutes les racines que fournissait le premier système. De 
plus M. Killing admet implicitement dans tous ses raisonnements les théorèmes 
que j'ai démontrés relativement aux systèmes équivalents (§ 9). 

M. Killing essaie, dans la troisième partie de son mémoire (t. 34, p. 87-107), 
de démontrer pour les groupes simples que les hypothèses faites au début sont 
toujours vérifiées; malheureusement ses calculs sont d'abord très longs, et 
ensuite il suppose toujours démontré que le sous-groupe y a toutes ses transfor- 
mations échangeables entre elles lorsque le groupe est son propre groupe dérivé, 
ce qui n'est pas^*^ 



(1) Y. plus bas, ch. VII, § 6. 



CHAPITRE V 

Systèmes d'entiers simples d'ordre /. — Groupes simples 

DE RANG /. 



I. Ce chapitre est consacré aux calculs que j'ai indiqués dans le chapitre 
précédent. 

Nous avons d'abord à déterminer tous les systèmes d'entiers a^y simples non 
équivalents d'ordre /. Cette détermination sera simplifiée par la remarque déjà 
faite (IV, 9) que tout système simple d'ordre p contient au moins un sous-système 
simple d'ordre p — i ; si donc on a déterminé tous les systèmes simples non 
équivalents d'ordre p — 1, on n'a plus, pour chacun d'eux, que 2(p — i) entiers 
à déterminer de façon à satisfaire aux conditions du théorème X (IV, 8). Nous aurons 
ensuite, d'après ce qui a été dit au chapitre précédent (IV, 10) à déterminer t[p — i) 
entiers nouveaux de manière que le déterminant total soit nul et à vérifier que l'une 
des p nouvelles racines peut s'obtenir au moyen des p — 1 autres. 

Commençons par les valeurs les plus simples de j). 

Pour jt) = 1, il n'y a qu'un système ai, = — 2, qui fournit les deux 
racines zhtu,. 

Partons de ce système et cherchons d'abord à déterminer a,2et aj, de manière 

que le déterminant 

a^a^i — a^^dii =4 — «12^21 = 0; 

il faut, soit au = aj, = dz 2, soit Ux^ = Aa^ = dz 4, soit a^, = 4ai2 = ±4. 
Les deux derniers cas donnent soit wj = qzâtoj, soit wg = =p 2wi, cas à 
exclure. Il reste wj = dbw, ; on ne peut donc pas avoir d'autre racine que =b w,. 
Déterminons maintenant a, 2 et aj, de manière que 

et que le système d'ordre 2 obtenu soit simple ; alors il faut a^azi = i, 2 ou 3. 
Comme on peut toujours changer au besoin W2 en — toj, et aussi échanger wj 
et w,, on voit qu'il y a trois systèmes simples d^ovdre 2^*^ : 



(l) KlLLL>G,Z. V. G., Il, p. 25. 



i 
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!• a,, ~ «22 = — 2, «12 = «31 = — 1 ; 

20 «„ = «22 = tfj2 = — 2, «21 = — 1 ; 

3* «11 = «22 = — 2, «12 = — 3, (lu = — i- 

Ces trois systèmes donnent en effet chacun un nombre fini de racines, qui 
sont 

f 1° ±0)1, zfcwj, =h(to, — (02). auxquelles sont associées 

ihY,/", ±\,f, dh:(V-Y2/"); 
2° liz 0),, dz toj, ±: (wj — lOg), ± (to, — Swj), avec 
^*^ ^ ± Yi/*, ± Y,/", ± (2Y/- Y2/), ih (YZ-Ys/); 

± oji, ±1»,, ± (o), — (i>î), ± (u), — 2ioj), ±((1)1 — 3o),), ±(2(0, — 3u)s); 
±Y,/-, ±Y,/, ±(3Y,/'-Y,/-), ±(3Y,/--2Y/), ±(Y,/--Y/), ±(2Y,/'-Y,/') . 

2. Prenons successivement chacun des systèmes que nous venons de trouver et 
déterminons «13, «23, «31, a-a, de manière d'abord que le déterminant D obtenu 
soit nul, ensuite qu'il soit compris entre et — 8. 

a. Si nous prenons le premier système, nous aurons 

D = — 6 4-2«23«32 H- 2«i3«31 — «Î3«31 «32«l3. 

Si nous voulons d'abord que ce déterminant soit nul, nous pourrons toujours 
supposer par exemple «i;,«3, < ai/hi. 

Si ai^a^i = 0, c'est-à-dire «13 = «31 — 0, il faut «23^32 = -h 3, al on 
peut toujours supposer, en changeant au besoin wj de signe et les «,; en «y,, ce 
qui importe peu pour notre vérification, que O23 = — 3, «32 = — l. On en déduit 
aij=2a)2 — 3t03, et les racines W2, 0)3 forment le troisième système simple 
d'ordre 2 (form. 1) qui fournit bien 2w2 — 3w3. 

Si aj3«3i =: 1, c'est-à-dire «13:= «31 = — 1, il faut que 

D = 2a23«32 H~ «23 -f- «32 4 = 0, 

ce qui exige «23«3î = i ou 3 ; la première hypothèse seule est admissible et 
donne «23 = «32= 1. On a alors wj = wj — toj, racine qui est bien fournie 
par (0| et a>2. 

Si «laaji = 2, c'est-à-dire par exemple «13 = — 2, «ji = — 1, il faut 

D = 2a23a38 4- «23 -+- Sa»* — 2 = 0, 

d'où «23 = ± 2, «31 = db 1, ce qui n'est pas possible. 

Si enlin ai3«3i = 3, c'est-à-dire par exemple «13 = — 3, «3, = — j, il 
faudrait a23«3î = 3, d'où 

D =r 6 + «23 -»- 3«32 = 0, 
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c'est-à-dire a^a = — 3, a^ = — 4. Alors «o, h- w, — 3(03 = 0, et t02, wj four- 
nissent bien Stoj — wj. Si on avait pris a,s = — 1, «si = — 3, cela condui- 
rait à Y,/" -h ¥2/" — 3Y3/' = 0, et la constatation à faire serait la même. 

b. Si nous prenons le deuxième système, nous aurons 

D = — 4 -f- âaiattai -+• ^a^za^i — flia^aa — 2023^31 • 

Nous pouvons toujours supposer qu'aucun des nombres aisaji, «23032 n'est égal 
à 1, sans quoi on serait ramené au cas a. On voit que, pour que D soit nul, il 
faut que 013033 soit pair. 

D'abord si l'un des produits 0,3034, 023033 est nul, l'autre est égal à 2, ce qui 
donne quatre cas possibles. Deux de ces cas donnent pour une des racines le 
double d'une racine fournie par les deux autres. Le troisième: 013 = — 2^ 
03, = — i, Oj3 = 03S = 0, donne ^a w, — 102, racine qui est bien fournie 
par (Oj, (U2; le quatrième : 0,3 = 031 = 0, 023 = — 1, O32 = — 2, donne égale- 
ment une racine 0)3 = îwj — to, fournie par oj,, wj. 

Si aucun des produits OiaOsi, O23O32, n'est nul, ils sont égaux à 2 ou à 3, mais 
l'un au moins est égal à 2. On vérifie facilement qu'aucun de ces cas ne peut se 
présenter. 

c. Enfin si nous partons du troisième système d'ordre 2, il vient 

D = — 2 -t- 2033032 + 20,3031 — O13O32 — 3023O3,, 

et on peut toujours supposer que les produits 0,3031, O23O33 sont égaux à ou à 3» 
Aucun de ces cas n'est possible. 

Nous avons donc déjà trouvé tous les systèmes simples non équivalents 
d'ordre 1 et 2, et démontré que si trois (ou deux) racines sontliées^ar une relation 
et une seule, l'une au moins de ces racines peut être obtenue au moyen des autres • 

3. Passons maintenant à la détermination de tous les systèmes simples non 
équivalents du troisième ordre. Ici nous pourrons utiliser la relation qui a lieu 
entre trois racines indépendantes {IV, 8) : 

^li^23^31 ^— 0210320,3. 

Il suffit de prendre chacune des trois valeurs de D trouvées dans le para- 
graphe précédent et d'écrire que D est négatif et supérieur ou égal à — 8. Je ne 
retiens de la discussion que le résultat suivant. On a 

D = — 8 -H 2O23O32 -h 2O31O13 -h 2012O21 -+- 2012023031. 

Il faut nécessairement que ttiiai^a^i ^0^^^] sinon chacun des nombres O23O32, 
«3iûi8> «i2«si, «i2«23a3i scralt au moins égala i, et D ne serait pas négatif. On peut 

(1) Cette remarque essentielle n'est pas faite par Killlng. 
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alors, en changeant au besoin le signe d*une racine, faire en sorte que tous les 
entiers a,y associés aux trois racines indépendantes <«>|, u)^, ws soient négatifs. 

4. Je dis maintenant que dans le cas général, on a le théorème suivant : 

Théorème 1^*^. — Tout système d'entiers simple d'ordre l est (équivalent à un des 
systèmes des cinq types suivants : 

I A) / > 1 : a« = — 2, a^ = — 1, {i^j\ h / = 1, 2, . . ., /); 

B) />2 : aa=— 2, 0^ = — 1, sauf «i^^— 2, [i^j; t,j = i, 2, . . ., /); 

C) />3: «« = —2, a,; = — 1, sauf a/i=— 2, (i:?^j; i,y= 1, 2, ...,/) ; 
(2) { D) />4 : a,i=— 2, ay=— !, sauf a/,/_i=a/_i,/=0, {i:^j; i,y=l,2, . . .,/); 

E) / = 6,7,8: a,£=— 2, ay = — i, sauf «/,/_, = a/, ;_8=a/^,,/=a/_2./ = 0; 

F) / = 4 : au = — 2, a,y = — 1, sauf a^ = a^^ = a^ = a^^ = — 2; 
\ G) / = 2 : ail = «22 = — 2, «is = — 3, a,, = — 1. 

Ces systèmes donnent respectivement naissance aux racines suivantes, avec les 
transformations qui leur sont associées: 



± I lA Y/— Y/, 

db wf, di (0;, (Oj — a>y, ± (o)/ — 2(0/), d= (w/ — (Of), dz (o),- -f- wy — 2ci>/), 
B)(«) (/>2){ ±Y/, Hz Y/, Y,/- Y/, ±(Y/-^Y/), ±: (Y;/'-2Y,/), dt (Y/+ Y/ - Y,/"), 

d= Wf, d= W/, (Oi (D^-, d= (O),- -- (D/), dz ((0/ — 2(D,), dz (WiH-tOy — O)/), 

C) (/ > 3) ^ it Y/, dz Y/, Y/- Y/, zh (Y./- 2Y;/), zt (Y/- Y/), ± (Y/+ Y/- 2Y/), 

dz (Of, dz tox, a)i — Wy, db (a>i — a>x), ziz (wj- — w/_i — w/), dz (w/ H- w^ — (0/_i — to/), 

fl) (/ > 4) ^ dzY,/, dzY,/", Y/-.Y/, zh(Y/-Y/), ±(Y/-Y;_i/--Y/), ±(Y/4-Y/-Yu./-~Y,/"), 



(1) KiLLiNG, Z. Y. G., II, p. 33. M. KiLUNG indique un autre système simple d'ordre 4, loc. cit., 
p. 30; mais les deux systèmes qu'il désigne par les notations lYË) et lYF) sont manifestement 
équivalents. 

(2) On peut remarquer que le système du type B) d'ordre 2 pourrait aussi être regardé comme 
du type C). 
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dzo),., zhw-,, ±ioi, =h(u), — oi^-), db(w,— (o-J, zh (w,--o>,), o^ — w^, =h ((o,— w-, — lo,), 

Zh ((U,-f-«»>^ Wx W,), db (wf + toj — W/_2 — {•)/_, W/), Zh (W,-|- 0)y -hWjt (0/_2 W,_| O)/), 

db (lo, -+- fùj -h o)A — to/_2 — w/-i — 2to/\ ±: (o), + toy -h Wjt -t- *»*A — ^«^/-j — to/_i — 2w/), 
E)(/=6,7,8) l zh ((oH-o)y-i-coA.-+-w^— 2w.^— Wj^ — 2(0/). zt (to, h- W;H- (•>/,-»- WA + a)j,— 2tOx—Wj^ —2(0/), 

Zh (0Ji-+-(0;-H0jt-|-t0ft-|-0Jy 2(0/_2 2(D/_t — 2(w/), zt (toH-(o^H-(0;f4-(U;ia>+jy — 2(0,, — to)^ 3'0/), 

±{^O^^i-{-J-\-^3Ù^'h^ùf^-\-tOy 2(0/ _2 — 2(0/_i— 3(0/^ , dl(2(0i-f-(.)^+ (O^ 4- (0^+(0j, —2(i>/_2 — 2tO/_, — 3(0 /) . 

{i^j^k^h^fj- I^ijl; ij.kji,rj= 1,2 /-3; X, Hi = /-2, /-l). 

Les coefTicienls des Yf sont les mômes que ceux des (o. 

/ ± (o,-, rt oij,, (0; — (ùj, db (■(«,• — 2u)x), ± (">À — <"J;,1, <"* — "j., ± (^"Ji + <"i — ^'i^)- 
±Y/, ±Y/, Y,/-Y/, db^ Y/-Y,/-), ±fY,/--2Y,/), Y■/-Y,^ ±.Y./--hY,/'-Y./), 

Zlz(('>|— (O3 a)j, Ziz('(0,-i-l02 2(03 — 2(0^,, Zt, (0,-f-(02 W;{ (Oj, Ziz(2(0/-i-t0y 2(03 — 2(0j), 

) ^^ = ^) ^ ziz(2Y./-Y3/'- Y,/;, ±(\,f^Y,f-Y,f-YJ), ±(n\f-^-lYJ-Y,f-Y/). ±{^Y/^Y,f-Y,f-YJ , 



(U)l -h tOj _ 20J^ — (Oj,), 

=i:(2Y,/--+-2Y2/'— 2Yx/'— Y/). "^ '^ 

dz to,, zh 0J2, =i= 1^1 — i'>2), =t ( wi — 2(02 1, zh ((u, — 3(0,). zh (2(0j — 3(02), 
•^""^^^ dtY.f, dtY,/-, ±: (^Y,/-- Yp/-), zh ^Y,/-- 2Y2/J, dz (Y,/- Y,/"), zh (^Y,/"- Y,/*). 

Le théorème est vrai pour 1= i et 1 = 2, Il suffit donc de démontrer 
que s'il est vrai pour / — i , 2, . . . , ;;, il est vrai pour I = jt -^{ > 3 . 

5. Prenons d'abord un sous-système simple d'ordre / — 1 > 2 et du type A). 
Un au moins des nombres au, a,/, . . ., tf/_,,/ est difl'érent de zéro. S'il y en a plus 
d'un, si par exemple aua^i 9^ 0, on a 

d'où 

«/i«2/ = «1/^/2 > ; 

il en résulte facilement an = a/2, ai/ = r/j/. Supposons 

a^^ = «£/ = ... = «/,/ = a, «a-}-i,/ = ••• = ^'/_i,/ = 0, 

fl/i = 0/2 = ... = a//i = p, «/,;i4-i = ••• = a/,/_, = 0, 

1 <^ A < / — 1. 

On voit d'abord que les cas de h et de / — // se ramènent l'un à l'autre, car si 
on prend — m'i = lu/ 4- a/,(Oi = w/ -+- p^j, — Y'if = Y//* -4- «i/Y,/* = Y//* -h aY/ , 

on trouve 

fli/ = «/i-j^i,/ = ••• = a/_i,/ = a, «2/ = ••• = «/,/ =^ 0, 

O/i = O/, /.-+-! = ••• = a/,/_i = p, a'/2 = ... = «//, = 0. 
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On peut donc supposer A > / — h, c'est-à-dire h > -• Cela étant, en calcu- 

lant le déterminant D, on trouve, par une combinaison facile de lignes et de 
colonnes, 



{^iyD = 



Ah-1 / — A — i a 

/* / - A 

Ap 2 



= 2l^h{l — h)^^. 



l t^ 

Lorsque A varie de - à / — i, le second membre croit de 2/ — - a^ à 

2/ — (/-l)a?. 

!• ap = 3. Alors ( — i)'D est au plus égal à 3 — / ; cette quantité n'est 
jamais positive si />3; elle peut s'annuler pour / = 3, mais alors on a à faire 
une vérification déjà faite. 

2* ap = 2. Alors pour A = / — 1, {— lyo = 2. On peut donc prendre 
A = / — i. Si «=—2, ?= — 1, on retombe sur le type B) ; si « = — l , 
P = — 2, on retombe sur le type C). 

Si A = / — 2, ce qui exige / — 2>-, ou / > 4, on a (— iyD = 8— 2/. 

s* 

On peut avoir tout au plus D = pour / — 4. Dans ce cas, si a = — 2, 
P = — 1, on a entre co,, a>2, wg et tu. la relation 

(Ui -f- toj — 0)3 — 2to^ = ; 

le sous-système (i, 2,4) est du type B) et fournit bien la racine Wj-|-W2 — 2w4. 
Si on avait «=—1, p= — 2, on aurait 

V4-Y,/--Y3/'-2Y/=0; 

le sous-système (1, 2, 4) est du type C) et fournit bien Y,/* -h Y2/'— 2Y/. 

3* «3 = 1. Alors on peut avoir A = / — 1, ce qui donne le type A). 

On peut avoir aussi A = / — 2 (/ > 4) ; alors ( — i/D = 4, ce qui est 
toujours possible : on retombe sur le type D). 

On peut avoir A =r / — 3 (/ > 6) ; alors (— 1/D = 9 — / > 0. Si 
/ = 6, 7, 8, on retombe précisément sur le type E). Si Z = 9, on a entre 
«oi, o>2, ..., tOj la relation 

10, H- (1)2 -i- (03 -h 0)^ -f- (0- 4- '»>e — 2u)- — 2wg — 3cug = ; 

mais le sous-systome (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) est du type E) et fournit précisément 
wj -H W3 + . . • -f- '«^6 — 2(Ji)- — 2ci)g — 3wj. 

Enfin on pourrait encore avoir A = / — 4(/> 8), car alors ( — 4yD = 2(8— /), 
ce qui exige / = 8,- D = 0. On a entre w,, wg, ..., Wg la relation 

w, -f- a)| -|- 0)3 -f- 0)^ — Wg — lOg — iù^ — 2a)g =z ; 

CARTAN 10 
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mais le sous-système (1, 2, 3, 4, 6, 7, 8) est du type E) et fournit bien la racine 

tOt 4- (1)2 -h <»>a H- ^^v — Wg — w^ — 2^^^. 

Le théorème est donc démontré dans le cas où il y a un sous-système simple 
d'ordre / — i et du type A). On voit de plus que dans cp cas le si/stème est éqinvn- 
lent fi uïi systthne du type A), B), C), D) (m E^. 



6. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système d'ordre /— 1 > 2 
du type B) : 

(lu = — 2, nij = — 1, «/,/_! = — 2, <//_,,, = — 1, «/_!,/-* = — 2, 

(' ^J; ^J = i, 2, ..., / — 2). 

Si on supprime l'indice / — 1, on a un sous-système (1, 2, ..., / — 2, /) qui 
pourrait être composé; on aurait alors 

n^f :=z a^i = ... = fi/—ij =■ fin = ^^/2 == ••• = ^/,/_2 = ^M 

mais en prenant . — o// = w^ + a,, /_iW/_j, — Y'//* = Y/ h- «/_,, AVi/i il n'en serait 
plus ainsi. Supppsons donc le sous-système (1, 2, ..., / — - 2, /) simple. Comme 
il admet un sous-système (1, 2, ..., / — 2) du type A), c'est qu'il peut être sup- 
posé du type A), B), Ci, D), E) ou Gj. S'il est du type A), onretombe sur un cas déjà 
traité, et le système total est lui-même du type B). Supposons donc que le sous- 
système (1, 2, ..., / — 2, /) soit de l'un des types B), C), D), E) ou G). Alors il 
existe un nombre entier h (1 < /« <^ / — 2), tel qu'on peut supposer 

a il = rtj; = ... = a^; rr: a, «A4-1, / =•••== a/_2, / = 0, 

f^f^ = nf2 = . ^. = Ui^ = p, ^j,/«-i-i = ••■ = «/, /-2 = 0, 

a et p étant deux nombres négatifs tels que a? = 1, 2 ou 3. De plus on aura 

c'est-à-dire * 2p«/_,,/ = 2a/,/_i > 0. 

. Cela étant, le déterminant D est donné par 

h i^h — i 

h? . 

!*• Le sous-système (1, 2, ...,/ — 2, /) est du type B). Alors h = l-^i, 
X = — 2, p = — 1, o/,/_| = ai_i,i < ; on trouve 



H 1/0 = 



2 


z 


2 





2 


«/^, / 


«/. /_i 


2 
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Si «/,/_! — «/_i./ = 0, ( — I yo est du signe de 3 — /, c'est-à-dire est toujours 
négatif, à moins que / = 3, auquel cas (o,, w., (03 sont liées par une relation 
déjà examinée. Si rt/,/_i = «/_,,/ = — 1, on a ( — i/D = o — /. Il faut 
/ — 3 ou 4 pour que (— iyD>0; mais alors si / = 3, on a un système 
du type C); si / = 4, on a le type F). Enfin si / = 5, D := 0; on a la 
relation 



/ 



Wi 



4- (0| 4- 0)3 — 2io j — 2'.o. = ; 



le sous-système (2, 3, 4, 5) est du type F) et fournit bien W2 -h 103 — 2'0; — 2u>5. 
2* Le sous-système (1,2, ...,/— 2,/) est du t\pe C) (/ > 4). Alors 
/i = / — 2, a = — 1, p = — 2, ai^i_i = ^(ii-ui = 0. Par suite 

(-iyD = 4(3-/)<0; 

ce cas ne peut pas se présenter. 

3*» Le sous-système (1, 2, . . ., /— 2, /» est du type D) (7>oi. Alors 
/i = / — 3, a=:=p = — 1, «/w^i =2a,_,,;<0, et 

(- lyD = 4(1 — ^/^._,, ,) - 2i7-:J;(1 -f-zi/-,./)^ . 

Si ^//_,,/ = 0, on a (— lyD = 2(5— /j < 0; on ne peut avoir que / = o, 
et alors D = 0; mais la relation entre wj, «o^, . . ., w. ne contient pas O;,. Si au 
contraire ^/_,,/ = — 1, on a encore D = 0, et la relation entre les racines 
ne contient pas wj. 

4** Le sous-système (1,2,...,/ — 2, /) est du type E) (/ = 7, 8, 0). Alore- 
A = /— 4, a=:3 = — 1, «/,/_! = 2a^_,,/<0 et 

(- 1 yo := 4 - 6a^,, ; — 2(/ — 4j. î -j- «/_,.,)* ; 

le second membre est toujours négatif, que «/_;,/ soit égal à .ou à — 1. 

J5'* Le sous-système (1,2,...,/ — 2, /) est du type G). (/ = 3). Alors il 
y a deu,\ cas à distinguer. 

a. // = 1, a = —3, p = — 1, 2^'/._iw =- 3rt/.,_, = 0, 

et — D = — 2, 

ce qui est impossible. 

b. A = 1, ar=— 1, p = — 3, '//,/_i = 6«/_,,/ — 0, 
et — D =-- -— 2, 

ce qui est encore impossibl(\ 

La discussion est donc terminées dans le cas où on a un sous-système simple 
d'oi'ù.e / — 1 et du type B). Nous voyons de plus que dans ce cas on peut tou- 
jours en prenant convenablement mi faire en sorte que h' sijstt'm*' total soit du 
tijpp B) pour l quelconnup, C) pour / = 3, ou F) pour / ^= 4. 
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7. Supposons maintenant qu'on parte d*un sous-syslème d'ordre / — 1 et 
du type C). Il suffit de répéter ce qui vient d'être dit dans le paragraphe précédent, 
en changeant partout a^- en a^, ; les types B)et C) s'échangent, les autres types 
restant équivalents à eux-mêmes. 

8. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre / — 4 
et du type D) : 

{i^j;ij = i,2, ...,/-3), (/>5). 

Alors l'un au moins des sous-systèmes (1,2,...,/— 3, /—!,/) et (1,2,...,/— 3, / — 2,/) 
est simple ; supposons que ce soit le second. Comme il admet un sous-système 
simple (1,2,...,/ — 2) du type A), c'est qu'il peut être ramené à l'un des types 
A), B), C), D), E). Les trois premiers cas nous ramènent à des problèmes déjà traités. 
On peut donc supposer que le système (1,2,...,/ — 2, /) est du type D) ou E). 
Alors l'un au moins des nombres a,/, «2/, . . -, «/-a»/ est nul, et / — 4 au moins 
d'entre eux sont égaux à — 1. Si on avait a/_2,/ = et au = — 1, en prenant 
a>/ = a>/ — wi -H w/_j = w/SiS/_8 , on obtiendrait un système équivalent : au garde- 
rait la même valeur (f étant différent de 1 et de / — 2) et a,/ = 0, a/_a,/ = — 1 . 
Supposons donc a/_2,/ = — 1. Si alors on avait a/_,,/ = 0, avec par exemple 
a,/ = 0, en prenant w} = w/ — a),_2 + to^ = io;S/_2Si, rien ne serait changé sauf 
qu'on aurait a,/ = — 1, a/_2,/ = 0, a/_i,/ = — 1 ; si le système (1,2,...,/ — 2, /) 
était du type D), le système (1,2. ...,/ — 3,/ — 1, /) serait maintenant du 
type A) et le problème aurait déjà été résolu; si le système (1, 2, ...,/ — 2, /) 
était du type E), le système (1,2,...,/ — 3, / — !, /) serait maintenant du type 
D), ce qui nous ramène au cas précédent. 

On peut donc toujours supposer a/_î,/ = a/_i,/ = a/,/_î =z a/,/_i = — 1 ; de 

plus 

a,/ = ••• = Oui = 0, «AH-i,/ = ••• = a/_3,/ = — 1 , 

«/i = •• = a/h = 0, a/,A-4-i = ••• = a/./_3 = — 1 , 

h étant égal à 1 ou à 2, et dans ce dernier cas / = 7, 8 ou 9. On a alors 

ft+i / — ^ — 3 2 
h l—h—^ 2 1 
h /-/i-3 2 1 
/—A— 3 2 2 



(— 1/D = 2 



= 4(1 — A) < 0. 



On ne peut avoir que A == 1, et alors D = : w,, wj, . . ., w/ sont liées par 
une relation qui ne contient pas w^, wj, . . ., w;_3 (/ > 5), cas à exclure. 
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Nous n'obtenons donc rien de nouveau. 

9. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-syslème simple d'ordre 
/ — 1 = 6, 7 ou 8 et du type E) : 

«« = — 2, rt/y = — 1, sauf a/_,,/_î = a/--i,/„3 = «/-î./.i = a/-3,/-i = 0, 

(i^j\ ij = 1,2, ..., /-l). 

Si le sous-systéme (1,2,...,/ — 2,/) était composé, alors a/_,,/ yé: 0; en 
prenant a>; = w^S/.i = w^ -h a/,/_,w/_, , Y',f = Y/S/_, = Y/ -h a/_i, /Y/./, il n'en 
serait plus ainsi. Supposons donc le système (1,2,...,/ — 2,/) simple. 
Comme il contient un sous-système (1, 2, . . ., / — 2) du type A), c'est qu'il peut 
être ramené à l'un des types A), B), C), D) ou E). Les quatre premiers cas nous 
ramènent à des problèmes déjà traités. Supposons donc que le système 
(1,2, ..., / — 2,/) soit du type E). Alors deux des nombres aw, a^/, ...,a/_2,/ 
sont nuls et tous les autres égaux à — 1. Si a/_3,/ par exemple était égal à 
— 1 et aj/ = 0, en prenant coj = *o/ — (i)/_3 -h wj , on aurait a/_3,/ = 0, 
au = — 1. On peut donc supposer que ce sont les deux nombres a/_3,/ et a/_2,^ 
qui sont nuls, et tous les autres égaux à — 1. De plus a/./_i = a/ .,,/ < 0. On 
a alors 



(- 1)'D = 



/ 3 


2 


1 


1 


/— 4 


3 








7 4 





2 


«/-!,/ 


/-4 





— «/, /-i 


2 



= (2-H«,_.,/)[22~4/~(/-i;;«,_,,,]. 



Si a/_i,/ = 0, le second membre est toujours négatif. Si a,_ij - 
peut que s'annuler pour 1 = 1; alors on a 



— 1, il ne 



t»>i -+- W2 -h Wa — (0^ — (Og — cog — to^ = ; 

m 

le système (1, 2, 3, 4, 5, 6) est alors du type E) et fournit bien la racine 

Wi -h W2 -4- W3 W.^ U). (Oç. 

10. Supposons maintenant qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre 4 et 
du type F) : 

a«=:— 2, a,y = — 1, sauf a,, = a,^ = 0,3 = Oj^ = — 2. 

Alors un au moins des sous-systèmes (i, 2, 3, 5), (1, 2, 4, 5) est simple, soit le 
premier. Comme il contient lui-même un sous-sysième (1, 2, 3) du type B), c'est 
qu'il peut être ramené à Tun des types B) ou F). Le premier cas nous ramènerait 
à un problème déjà traité. Supposons donc rtir.=fl25= — 2, a.,i=a^2=ai:i=a:-2= — 1. 
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On a alors 

c'osl-ii-(iire n^.^ = a..^ <^ 0. Si Ton avait a.^^^ = a..^ = — 1, le sous-syslùme 
(I, 3, 4, 5) serait du type Ci, cas déjà examiné. Supposons donc a.^ = a-^ = : 
mais alors — D ~ — 4 < 0, ce qui est impossible. 

11. Supi)OSons enfin qu'on parte d'un sous-système simple d'ordre 2 et du 

type Gj : 

A„ = Hii = — 2, ^/|2 = — 3, 0.21 = — 1. 

Alors Tun au moins des sous-systèmes (i, 3) et (2, 3i est simple, soit le pn-mier. 
Il est de Tun des types A), B) ou G) ; le troisième cas seul est à examiner 

«i:»«31 = 3. 

Supposons d'abord «,3 == — 3 , ^rn =r. — 1 ; alors ^/2:, = «32 << , ei 

(— iyD = — 2(2 -h no,){{ -f- (h,) < 0. 

Supposcms en second lieu «i:, = — i, a.n =. — 3; alors «32 = 0^2:1 "= 0- 
rt — D = — 4 < 0, ce qui est encore impossible. 

Toute celte discussion démontre le théorème que nous avions en vue, et en 
outre justifie le théorème XI du chapitre précédent. 



12. Il resterait encore à démontrer que parmi tous les systèmes simples trouvés, 
il nV en a pas deux qui soient équivalents. Or, considérons le nombre des racines 
fournies pur les systèmes en question. 

Le système A) fournit /(/-f-1) racines, />! 



B 




2/* 


- />2 


Ci 




2/* 


- />3 


D) 




2/(/— 1) 


- />4 


E) 




72 


/ - 6 







126 


/- 7 






240 


/-8 


F) 




48 


/ = 4 


G 




12 


/ - 2. 



Connue deux systèmes équivalents fournissent le même nombre de racines, . 
ne pourrait y avoir doute que pour les systèmes B) et C), dans le cas de / > *) 
et pour les trois systèmes B , C), E), dans le cas de / = 6. 

Or le système E) jouitde la propriété que Ton a, pour toutes les valeurs de /' ei 
de 7, fiij = «y/, c'est-ii-dire que les Y^f s'expriment au moyen de Yi/", \'if, .... Y,/ 
de la même façon que les w, au moyen do w,, wj, ..., w/, et avec les Tnèin.\- 
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«oetticients ; il en sera donc de intime quelles que soient les / racines indépen- 
dantes que Ton choisira; or ce fait ne se présente pas pour les systèmes B) et C); 
donc il ne peut pas y avoir équivalence entre B) et E) ou C) et E). 

Remarquons maintenant que si on cherche celles des racines fournies par le 
système B.' qui sont la moyenne arithmétique de deux autres racines distinctes, 
on en trouve 2/, à savoir zh((o,— (o/), dbto/. Si on fait la même opération pour 
le système C), on en trouve (/— l)f7 4- 2), à savoir lizto,, ±:(fo, — w/i, 
±:(w,-Hwy — u)i). Comme les deux nombres 2/ et (/ — 1)(/-+-2) ne peuvent 
être égaux pour / > 3, il est bien clair que les systèmes B) et C) ne sont pas 
équivalents. 

13. M. Killing a mis les racines des systèmes B), C), D), F) sous une forme 
très symétrique, que je vais indiquer ^^K 

Prenons d'abord le système B). Si nous appelons ± wl, ..., ziz(oJ les 2/ 
racines que nous avons considérées tout à l'heure, à savoir ; 

(Oj. = (,)i O)/, (Oj = (o/, '4 = 1,2,...,/ — I ), 

et de même Yj/*, . . ., Y;/* les transformations qui leur sont associées : 

y;/ = 2Y/- Y/, Y]f ^-Y^f, (/ == i , 2, . . . , / - 1), 

les racines et les transformations qui leur sont associées prennent la forme 



wj-, ± (.>; in to;,, 

/ ±Y,/, ^ ' 

Si nous passons au système C}, il suffit d'échanger les w et les Y/" du sys- 
tème B), ce qui donne les racines et les transformations sous la forme 



' dzY^/-, zb y;/- if: Yî/, 

Pour le système D), si nous posons 

Y./ = y;/ 4- y;/", Y/_./" = y;_/4- y;a y/ = - yl./^ + y;a 

les (o' ne désignant plus des racines, nous obtenons la forme suivante : 

\ d= eu; zh Wy, 
D) / =t=YÎ/"=tY;/, ^'^•^''^ e,7 = 1,2, ...,/). 



(1) V. KiLLLNG, Z. V. G., U, p. 38, 39, 4«, 
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Pour le système F), nous pouvons obtenir deux formes également symétri- 
ques. Posons d'abord 

Ui\ = (Oj — Wj, Wi = (O2 (0.^, W'j = 0)3, (i)^ = tOi -h CUj O), — 2u)^, 

Y'/= n\f-Y,f. ¥'/= 2Y,/--Y3A Yi/*= Y3A Y'/= 2Y,f+2Y,f-Y,f-^^Y,f', 
alors les racines et les transformations se présentent sous la forme 



. , . ,. . ^ eu ; =b (u; zb to; dz K 

lil «U,. , =b tO.- =b Cliy, 



F)^ (iV/; t,i = 1,2,3,4). 

^v/.- ±Yî/'=LY;/ ihY^/^ driY^/dbY^/'ihY;/ ^ ^"^^ '"^ ' ' ' ^ 

f ^^ih 5 5 ' 

\ - - 

Si on échange les w et les Y/* en échangeant en môme temps les indices 1 et 
3, 2 et 4, ce qui reproduit le système, on obtient la forme suivante : 



' dtna'àziOj ±: to; zh Wj zh to^ ziz io\ 
w;-, i- , 



E) ' 



\ " 2 ■ 2 

Enfin on peut aussi pour les systèmes Ej et G) donner aux racines et aux 
transformations qui leur sont associées une forme très symétrique. 
Prenons d'abord les systèmes E). Si on pose 

y/=y;/-+-y;_/+y;_./-, Y/_./-=y;v-y;a y,_,/-=y;_,/--y;/; Y;/'=y;v+Y/-./"+y;a 

on obtient les racines et les transformations sous la forme 

y;/-y;/, ±:xf^Y)f^Y'in =i=(Yî/-^Y/4-Yi/-^Y;/+Y;/-+-Y;,/-), ±(Y;/-+-Yi/--^ ••+¥;/*). 

les 2/ dernières racines et les 2/ dernières transformations n'existent que dans le 
cas de / = 8. Dans ce dernier cas, si on pose 

cojj -h (o 1 -H to', H H- (o^ = 0, 

les racines et les transformations prennent la forme 

( tOi — (o^, zb I «.); -r- m) -f- toi , 

Enfin considérons le système G). Si nous posons 

Wl = t«>!; to'j, (Oj = tO^, to'i-hto'a 4- to, =0, 

Y/= ^>V-1y;A Y/= YiA Y'/-H y;/-4- Y/= 0, 
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les racines et les transformations prennent la forme 



±< 




a,<. 








■^ Y'/, 




1 

3 


Y:/-i 


y;/, 


0"^. 


0)'i -1- «>', 


+ 


^ = 


= ¥',/•+ 


Y'/+ 


YJ/ = 0. 



14. Il s'agit maintenant de voir si à chacun des systèmes que nous venons de 
trouver correspond un groupe ou plutôt une structure de groupe. Nous allons exa- 
miner successivement tous les systèmes. 

Prenons d'abord le type A) avec les /(/-4-I) racines dbwf, w, — o^ 
(j, j =r 1, 2, ..., /). Nous appellerons Xiof la transformation qui appartient à la 
racine w, ; Xo,/, Xy/* celles qui appartiennent respectivement aux racines 

En appelant toujours Y,/ la transformation du sous-groupe y associée à w,-, nous 

aurons 

(Y,X,o) = — âXio/", vY/^oi) = 2X0,/, (XjoXoi) ~ Y,/, 

( Y,X,y) = - X,/, (Y,X,,) = X^/, (X^jXji) = Y/- Y/, 

(YfX^o) = — Xyo/", (YiXoy) = X(tjf. 

Nous aurons ensuite des égalités de la forme 

(X/oXoa) = ^ifcXjvt/". 
En combinant successivement les deux membres de cette relation avec Xo,/, 
XjtoA ^kif et tenant compte des identités de Jacobi, il vient 

^i*(x,jtXAo) = — Xio^ 

^/fc(XoiX,jt) = — Xo*/*, 
hiM'^if- ^kf) = - Y,/ 4- Y,/*, ou X,,X,, = - i. 

On peut toujours prendre arbitrairement tous les X,a pour lesquels i < k, alors 
tous les autres sont définis ; par exemple 

lik = 1, si I < k ; lik = — i, si ? > A\ 

Changeons alors les signes de Xo/ et de XiA/* (1 < k) ; nous aurons 

(X,oXo/t) = Xifcfy (XijtXfco) = Xio/*, (Xo,X/a) = Xo/f/ , 

d'où, facilement, (X.aX;^^) = X^/. 

Si enfin nous posons Y,/=Xoo/* — X,,/, nous voyons que tout peut se 
résumer dans les formules 

(XjjXj^) = Xjy/, (Xa^Xpa) = Xa,/ Xpp/, 



(3) 

' (^.^ï; a, P, y = 0,1.2, ...,/), 
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les crochets non écrits étant tous nuls ^^l 

D'ailleurs les formules (3) définissent bien un groupe : il suffit de prendre 

t/tX-s 

f 

comme les \uf n'entrent que par leurs difi'érences X„/ — Xyy/, on a ce que 
M. Lie appelle le groupe linéaire homogène spécial de l'espace à /+ 1 dimensions 

[Xq^ fl?l, ..., Xij. 

On voit de plus que les groupes simples de rang l qui admettent comme système 
fondamental d'entiers aij un système du type A) ont tous la même structure. Ils ont 
/(/-h 2) paramètres. 

15. Groupes simples admettant un système fondamental d'entiers du type B). 
(/ > 2). Nous avons vu (§ 13) que les racines et les transformations qui leur sont 
associées pouvaient se mettre sous la forme 

avec a)_i H- a>i = o)r -f- a>/ = 0, ¥_/+ Y/ = Yf/-4- Y if = 0, (i' = — i). 

Appelons X/o/* et 2X^0/* les transformations qui appartiennent respectivement 
eaux racines Wi et — tu, (i > 0), X,/ = — Xy,/ celle qui appartient à la racine 
coi -+- wy (i, j quelconques). Enfin posons Y/ = 2Xù/ = — 2X,.,/. Alors on a, 
pour toutes les valeurs ±\, ±2, ..., ±1 des indices i, j{i^:^j*), 

(Xà'Xio) = X,o/*, (Xù'X;o) = 0, (X,7'Xi;) = Xt;/, 

(XioX.'o) = X,r/*, (\ij\i'j') = Xii'f-{- ^jj'f- 

Posons (XioXyo) = hjXijf, 

et combinons les deux membres avec X,'//*; il vient 

(X,o(XyoX,v)) - (X,o(X,oXo-')) = ^//(X,,/+X;//-), 

d'où (XyoXt'/) = ^O'Xi'oA (XjoX.y) = — hjXj'of* 

La première de ces deux égalités, combinée avec X/o/*, donne alors 

Comme on peut toujours, des deux transformations X,/, Xj;/, définir Tune 
par la condition Xy = J, on voit que toutes les constantes X^ peuvent être sup- 
posées égales à 1, et par suite 

(XioXyo) = Xy/, {XjoXi'j') = Xi'ofy (Xf'y'Xfo) = Xj'of, 

(1) Cf. KiLLLNG, Z. V. G., II, p. 42. 
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On en déduil 

{XijXkj') = (Xio{Xjo\kj')) = (X.oXao) = X,a/. 

On vérifie facilement que cette dernière formule est valable, môme si Tun des 
Indices i, j, k est nul, à condition de supposer Xo/ = — Xjo/", quelles que 
soient de plus les valeurs des indices i, j, A% pourvu que i -h k ne soit pas nul. 
Finalement la structure est résumée dans les formules 

j (i:4-/:;éO, 2' = -/,/ = -;•; 1,7, /:=0,± i,=b 2,..., dz/;X,/ = 0). 

Les groupes simples de rang l qui admettent un système fondamental d'entiers 
du type B) ont tous la même structure, celle qui est déterminée par les formules (4). 
Ils ont /(2/ + i) paramètres ^*l 

Par exemple, on n'a qu'à prendre dans l'espace à 2/ -h 1 dimensions 

ie plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la fomie quadra- 
tique 

,Tq* -h 2iCiX_i + 2xiX_i 4- . . . + 2x/X_/. 

Xikf = XkP-i — Xip_k' 

16. Groupes simples admettant un système fondamental d'entiers du type C). 
Si / > 3 désigne leur rang, ils sont encore à /(2/ -h i) paramètres. Les racines 
et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme 

1 i 



^iy 2 *^' "^ 2 ^^' 

Y./, Y/ 4- Y/, 



2 '■2"- (i'^j^; i,j = ±l,-t2, ...,dt/), 



avec w, H- o).' == 0, Y,/4- Yf/ = 0, i' = — i. 

Soit EiXù/ = efX,',/ la transformation du sous-groupe y qui est associée à la 
racine w,, e, étant égal à -t-i ou à — i suivant que i est positif ou négatif. 
Soient de plus X,/, X.,/, Xf/, X,//* les transformations qui appartiennent aux 
racines to£, — w,, w, -\- wy, — w, — wy, i' et j étant maintenant positifs, et enfin 
Xij'f ou —Xiff celle qui appartient à w* — w/, suivant que le nombre positif i 
est plus grand ou plus petit que le nombre positif ;'. Alors on aura les formules 

suivantes : 

( (Xfi'Xff) = — 2s,Xù/, (Xii'X.y) = — ejX,-/, 

^""^ j (X,X,y) = a«/, (X,;X,v) = BjXu'f-htiXj,i\ 

(1) Cf. KiLLixG, Z. V. G., Il, p. 42. 
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Nous aurons ensuite des égalités de la forme 

(6) (X,fcXfv) = hk^i'kf- 

En combinant les deux membres avec X,v/*, on en déduit 

(7) X,v = X,jfc, O^ik^ik') = ^^fik\k^uf', 

puis, en combinant avec X,,/, 

(8) hk^'k = — 1 . 

Pr on peut toujours, étant donnés deux indices positifs quelconques i et Ar, 
remplacer XiTt/" par pX^^/*, Xr^/" par ^Xi'a/", à condition de remplacer en môme 

temps \ikf par - X,*/, Xcit'f par - Xj'jt/. Alors Xik et X/tf sont remplacés par 

<r p 

J i 

- "kilt et — "kki'y par suite on peut déterminer p et ^ de manière que 1^ = Xjt,= i. 

p pa 

Alors les formules (7) et (8) donnent d'une manière générale 

(9) (X,-,X,-v) = hXi'kf. (XêAX,,0 = 26,X,/-; 

et on peut encore, si l'on veut, changer de signe les quatre transformations X/^/', 
X,a/, XffcA Xj'fc/. 

Cela étant, posons 

(10) (X,/tX;jt') = >,7fcX// = — 'kjik'^ijf. 

En remplaçant successivement dans cette formule Xntf par tt{Xu^i'k) et ^ki^kk^ik'h 
il vient 

Xj'yk = k,jk = X,y^.' = Ijik. 

Il résulte de là que la quantité tkhjk ne dépend que des valeurs absolues des 
indices i, J, k, et ne dépend pas de Tordre des indices i cij. Si nous combinons 
alors (10) avec X,';/, il vient 

Enfin combinant (10) avec Xck'fi il vient 

t-kjki . ^\jk = 1 . 

Donc la quantité &khjk ne dépend que des valeurs absolues des indices i, j, k, 
mais nullement de leurs signes ni de leur ordre ; de plus cette quantité est égale 
à -hl ou à — 1. 

Enfin l'identité de Jacobi relative à Xj,/, X,./» Xr^/" donne 

égalité qui prouve que toutes les quantités tk\jk sont égales à -f-l, pourvu 
qu'il en soit ainsi pour les quantités X,y, [i, j positifs ; i < j). Or étant donnés 
deux indices i, j positifs différents de un, on a 

(X,,Xry) = itiX,/; 
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il suftira de changer au besoin le signe de X,;/*, ce qui entraine, coinmo nous Tavons 
vu, le changement de signe de X,/, X/y/, X.y/, pour que X,y, soit égal a 1. Klors 
nous aurons la formule générale 

(11) (X,aX,v) = H-X,/. 

Les formules (5), (9), (M) délinissent une structure et une seule : 

{XijXkj') = ^jXikf^ 

^*^^ ^ (x,;X,/) = 2ÊyX,/, (x,x;,) = a./, ' 

(i«;£A-«;/,i,^' = ±1,±2, ...,db/). 

Les (groupes simples qui admeilent un système fondamental d'entiers du tt/pe C) 
ont donc tous la même structure. 

Comme exemple, on peut prendre dans l'espace à 2/ dimensions 

(ii'i, x_i, Xi^ a*_^2i . • • » J*/i x_i) : 
— Xia/ = tiX'iPk' -h HXkPi', — X„/ = ciXiPi'y {i 9é A'). 

C'est le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'expression 

de Pfafî 

Xidx_i — .r_irfj?i -+- Xidx_i — x_^X2 H h xidx^i — x_idxi. 

17. Groupes simples de rany / >► -4 admettant un système fondamental d'en- 
tiers du type D). Ils sont à /(2/ — 1) paramétres. Les racines et les transforma- 
tions qui leur sont associées peuvent se mettre sous la forme 

Y/ H- Y/, V ^J 1 1/ , , ; 

Nous poserons Y,/ = X,,/ = — X,-,/ et nous appellerons X,;/* = — Xy/ la 
transformation qui appartient à la racine Wf-i-wy. Alors on a déjà 

(13) (Xâ'X,*) = - X,a/, [X:k\'k') = Xu'f+ Xm/. 
Nous pourrons ensuite poser 

(14) (X,-,X,v) = X,y,X,/. 
On en déduit immédiatement 

(15) lijk = y^jik'. 

En combinant les deux membres de (14) successivement avec X,*;/, Xikf, X,.*/, 
Xi'hf, il vient 

(1^) hjk = ^k'iV = ^kj'h 

(l'7) '^ijk'^jki = \'jk^kjh 

(18) \jk^jk'i = 1» 
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(19) ^ijk^jhi = ^khi^hjk- 

Cela étant, je dis que, étant donnés trois indices positifs t, j^ /:, si Ton a 
X.yfc = Ijf^i = Ikji ~ 1, tous les X dont les indices sont en valeur absolue et dans 
un ordre quelconque les trois nombres i, j, k^ sont égaux à 1. En effet les relations 
(16) et (18) donnent 

par suite X,jt; est égal à 1, et il en est de môme de X^^jt, X^^, : 

La proposition est vraie lorsque les valeurs des indices sont positives. Si l'un 
des indices seulement est négatif, il en est encore de môme : il suffît d'appliquer 
les formules (17), (18), (15), suivant que cet indice occupe la première, la deuxième 
ou la troisième place. On passe de la môme façon aux cas de deux indices négatifs 
et de trois indices négatifs. 

Cela étant, et i désignant un nombre positif plus grand que 2, je dis qu'on 
peut toujours supposer Xja, X^i, X,,/, égaux à 1. En effet, donnons-nous arbitraire- 
ment les transformations Xn/*, X12/, X^/, . . . , Xi//, ce qui détermine X^rf, 
Xvifj . . ., X,'//*. Nous pourrons alors définir successivement X2,/, X,/, Xj,/ par 

(XîiX,!') = X2,/, 
(XiiXai'") = Xft/*, 

(X„X2i') = Xiif, 

# 

et alors les transformations Xa,/, X,,/, Xnf sont déterminées. Mais alors on a 
précisément Xja = X,î, = Xjai = 1. Par suite tous les X qui contiennent deux 
indices dz 1 et ±2 sont égaux à l'unité. 

Je dis maintenant qu'étant donnés deux indices positifs quelconques i et j 
plus grands que 2, (i <7j, on peut supposer X,,^ = X,;,| =1. En effet, il suffît 
de déterminer les transformations X,J^^ X/a/, (« < k; i, A- > 2) parles relations 

(X.iXfci») = X,a/, 

(XiaX,v) = Xi,/, 

et alors les transformations X,a/, X,'a/ seront déterminées. Prenons donc pour 
^ < il ^0 = ^«71 = ^' ^^ formule (19) où l'on fait t = 1, /: = 2, puis i = 1, 
A- = — 2, donne, combinée ensuite avec (15), 

Il en résulte que si i et j désignent deux indices positifs autres que 1 et 2, 
{i <iS on a Xj,y = X.yi = Xya = 1. Par suite tous les X dont l'un des indices est 
1 ou — 1 sont égaux à l'unité. 
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Enfin la formule (19) où on fait i = 1, montre que tous les X sont égaux à 
l'unité. On a donc les formules générales 

^^^^ j (X,Av) = X,,/+ X,,/, {i:^k). 

Les groupes simples de rang l qui admettent un système fondamental d'entiers du 
type D) ont donc tous la même structure^^\ 

Comme exemple, on peut prendre dans l'espace à 2/ dimensions 

^•^•'1, «ï* — \y • • • 7 "^h **' — l) • 

X,a/ = XkP^i— xpuk- 

On a ainsi le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la 

forme quadratique 

'l'iX^i -+- XtX^'i H h Xix. _/. 

18. Groupes simples de rang l admettant un système fondamental d'entiers du 
type E). / = 6, 7, 8. Ils sont à 78, 133 ou 248 paramètres suivant que Z = 6, 7 
ou 8. Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre 
sous la forme 

Wf Wy, it {0)i H- U}j 4- a>/(), ±: (Wj -\- Wy -|- M^ -+- Mf^ -f- W^ -f- 03,„), ± (tU,- -+- SWp), 

Y/- Y,/, ± (YZ+YZ-f-Y,/-), ±(Y,/-*-Y/+Y,/-i-Y,/+Y/+Y„/), ih (Y/-^SY/), 

les indices écrits étant tous distincts, et les racines w -+- Swp n'existant que da^îs 
le cas de / = 8. Si nous appelons d'abord X,y/(i<,/) ou — Xy/(i>/) la 
transformation qui appartient à la racine *w£ — wy, puis — - X„/ la transforma- 
tion Yi/, Xijkf =■ — \uijf = — Xjikf la transformation qui appartient à la racine 
ci)f-+-o>y-ha)4, enfin — X'^j^f = Xi^jf = X'jf^f celle qui appartient à la racine 
— (wj H- o)j 4- to/t), nous avons 

(XiiXij) = Xijff (XiiXji) = — Xy,/, • 



(21) 



{XiiXijk) = - Xijkft {XuXjfUi) = — ô Xyjui/*, 

9 I 1 

[XiiXijk) = X,;Z, (XuX;Aa) = - Xjkhf^ 



{XijXji) = Xù/ — Xjjff {XijkXij/c) = Xiif-+- Xjjf -h Xa:Z. 

Nous pouvons ensuite, comme nous l'avons vu pour le type A), faire en sorte 
que 

(22) {XijXj,) = Xi,f. 

(1) Cf. KiLUNG, Z. V. G., II, p. 42. 



» 
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Posons alors 

On a immédiatement 

(24) lijkh = ^-ijhk- 

En combinant alors les deux membres de (23) successivement avec Xy/, Xy*/*, 
Xy*A X^/, il vient 

(*^) hjkh^jikh = Il 

(26) hjkh^jkih = hkjh', 

(27) ^ujkh\jkUi = \kjh^ij,jh^ 

(28) hjkh\jikfi = ^fl>*/i- 

Les formules (24), (25) et (26) montrent que si X/yy, = X,;^;^ = X/z^^ = 1, il en 
sera de mên^e de tous les X dont les indices sont, dans un ordre quelconque, les 
nombres i, j, k, h. Cela étant, i désignant un indice quelconque plus grand que 3, 
nous pouvons toujours faire en sorte que X,83, = X13,, = X,/23 = 1 : il suffit de 
prendre arbitrairement les transformations X/a/ et de définir X23,/, X13/ et Xu,/ 
par les relations (Xi.Xaa) = X,»./, 

(XijXîs/) = Xi3,/ , 

(Xi 3X331) = Xi2,y . 

Donc, dès que trois des indices i, j, k, h sont égaux à 1, 2, 3, on a X/y^/i = i. 
Les formules (27) et (28), où on fait i = 1, j = % A' = 3, donnent alors 

Xy3lA = ^gWi^lighi 
Xj;13A = X^3A. 

Si gf et yi désignent deux indices quelconques plus grands que 3 (g K A), déter- 
minons successivement \i.jhf, Xi^/^/", \iyhf par les relations 

(XyjXssft) = X^sa/", 

(XJ3X32A) = XjySA/, 

(XiaXa^j^) = \i,jhf] 

alors nous aurons, pour 3 < // < /«, 

Xy23A = Xj^32;j = X 12,^4 = 1, 

et par suite aussi Xy3,ft =X^i3a = i. 

De plus les formules (28) où on fait 7, k, /t = 1, 2, 3 donnent 

^f/il2 = 'yil'i = Xj^/23 = 1. 

Donc tous les X qui contiennent à la fois les indices 2 et 3, ou qui contiennent à la 
fois les indices i et 3, sont égaux à 1 ; de plus 'kifgh= \hii = 1. Faisons alors 
dans (27) i = 1, A* = 2, g = 3; il vient Xjyj;^ = i. Donc tous les X qui 
contiennent à la fois deux des indices 1, 2, 3 sont égaux à i. 
La formule (28), où on fait k = i, // = 2, donne alors 
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et, si on suppose t<ij<Ch, on peut toujours faire en sorte que "kujh soit égal 
à i ; il suffit de déterminer \ijhf par la relation 

(XaX,;^) = X,jnf, (3 < i<j < h). 

Par suite tous les A qui contiennent l'indice i, sont égaux à 1. La formule (28), où 
on fait ^ = i, montre alors que tous les ^ij/ch sont égaux à 1. On a donc 

(29) (X/yXywO = X.vwi^ 

Les deux membres de cette relation, combinés successivement avec 'Xy^/ et 
X',m/*i donnent les deux suivantes : 

(30) (X^XJ-w,) = X,/, 

(31) (XoX!,,) = -X;V. 

Les formules (21), (22), (29), (30), (31) sont valables quel que soit le rang 
/ = 6, 7 ou 8. Nous allons maintenant examiner séparément ces trois cas. 

I. — Le rang du groupe est 6. — Alors en posant 

3% H- (o, 4-0)2 4- W3 H- w^ 4- tOj -h Wg = 0, 

3Xoo/'4-Xn/'-+-X,/4-X33/'-hX^/-hX„/'-4-Xe./" = 0, 

il y a à ajouter aux transformations déjà considérées, celles qui appartiennent aux 
racines 3tOo et —3%, que nous appellerons Xo^o/" et- — X'qqoA On aura alors 

!1 , 1 , 

(XfiXooo) ^= ô ^000/5 (Xw'Xooq) = — Xqqq/^, 

3 3 

Nous pouvons toujours poser 

(XlîsXjgg) = Xqqq/^, 

ce qui peut s'écrire encore, en désignant par ijk, X^xv respectivement deux permu- 
tations quelconques des indices (1, 2, 3), (4, 5, 6), 

(33) (Xo-,Xx,v) = - (y A-iAt.v)X'oooA 

où (î/A:X{jtv) est égala H-l ou à — 1, suivant que la permutation yAXfxv est 
paire ou impaire. 

En remplaçant dans (33) X/^a/ par (XixXx^vt)^ on voit que 

(XxyfcX/^v) = — (V^">^)X'ooo/'i 

ce qui montre de proche en proche que la formule (33) est générale. 
La formule (33), combinée avec X'/>a/, donne 

(34) (X'oooX'va) = {ijklH^W^ 

cette dernière, combinée avec X'x^/, donne 

cabtàn 12 
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(35) (x;,-,xV) = (vA-^f^v)Xooo/'; 

enfin la formule (35), combinée avec \ijkf, donne 

(36) (XoooX/;.) = - {ijkl[i.y)XU. 

Les formules qui déterminent la structure sont alors les suivantes 

(X;/X,j^) = O^ij^jk) = X,vfc/*, (X^X*,) = \iif — Xkkf, 



2 



(37) 



(XùX,;a) = » X,;a/, 



(X«X,;a) = — ^X/;a/, 

i 



{XiiXjku) = — ô^j&a/*» 

4 

(XfiXJfA/.) = ^Xyfcfc/", 



(X/yXyAAJ =^ X/jk^/*, (X/jXîfc/i) = — XJatA/ , 

(X.yjtXjyA) = Xiif-+-\jjf-\-\kkf^ 

(XqooX'ooo) = — ^iif — Xîî/* X33/* — X^ J X--/^ — Xgb/, 

(XiykXiyA) = X//,/*, 

(X,7ikXxj.v) = — (0'A^>^|A^)XiooA 

(X{,,xi,o = (O'^-Vv)XoooA 

(XoooXoa) = — (0'^'^î^'')X'xj,vA 
1 (XiooXîy/t) = (i;7cX{xv)XxjtvA 

II. — Z<? 7'aw^ rfw (jroupe estl. — Alors en posant 

2lO, -+- l«, + W, + iOj 4- Wj -1- U)j + to, + tl>, =0, 

âX,,/--!- X„/-+ X„/-4- X,/+ X^/+ X„/-+ Xe/^ X,,/- = 0, 

il faut encore considérer les transformations qui appartiennent aux racines 
2o^j-|-(D„ — (2wçH-u),). Nous les appellerons Xq^/, — X'^o/. Nous aurons alors 

/ 2 ' ^ / 



(38) 



i 

) (X/jXooa) = — - Xookfy 



I 



( XùXoo*) — r Xooit/ , 



(XooiXqq/) = 2X00/" H- X,-,/. 

Nous verrons ensuite de la môme manière que dans le cas de / = 6, qu'on 
peut toujours s'arranger de façon à avoir les formules 

m (X,-,,X,,,) = - (y A-X|xvp) X'oopA 

et les formules analogues qui s'en déduisent. Les deux membres de (39) combinés 
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alors avec Xp/ donnent 

(ApjX QQp) = A 00// 1 

et de môme 

(X,pAo0p) = Xooi/. 

La Structure est alors défînie par les formules suivantes, où les indices dési- 
gnés par des lettres distinctes sont distincts, et où t/AXfjLvp désigne une permutation 
quelconque des nombres 1, 2, 3, 4, 8, 6, 7 : 



/ 



(40) 



/ 
\ 



X«X/a) = {\ijXjic) = Xiiif, 



{\uc\ki) = Xù/ ^kkfi 



XiiX/yfc) — - X,y;t/*, 

XiiX;yit) = X'ijkf, 

XjïXoOi) — ^ Xooi/ , 



X,jXooi) — — — Xooi/ 1 



(Xii^jkh) = — — Xjk/tfi 
{\ii\jkh) = t; X>w»A 

(X/iXooft) = -r Xoofc/*, 

(X/jXoO*) = - Xoo*/*i 



(XfyXfjyi) — Xjkliff 

(X.yXoOi) = — XoO;/» 



X/yXyfc/,) = X/jfcfc/*, 
XjyXooy) = Xooi/ , 
X/yjfcXf^jk) = Xiif-hXjjf-hXkkfi 

XooiXooi) = 2X00/"-+- Xi//", 

X/yjfcXA^fc) = Xihfy (XooiXoo;) = X|;/, 

X.7*Xx^,v) = •— (y/'^Xw)Xoop/*, 

xîvjtX'x^v) = (y^'Xf^*'?)Xooj»/', 

XoopXfyAc) = — (py/;Xfiv)X'xptvA 
XoopX;.;*) = (?y/:XfAv)Xx^/. 

III. — /.e rawf/ du groupe est 8. — Alors en posant 

(Oq -h (i)| -h 0)2 H- W3 -h u)j -h h Wg =0, 

Xoo/--+-X./H- X,/-h -.. -h X,J = 0, 

il faut ajouter aux transformations déjà considérées, celles qui appartiennent aux 
racines w^^ - w,-, Wf w^, t«>o-HW|-4- wj^, — Wq — w^ — to;^ Nous les appellerons 
respectivement 

Nous aurons alors les formules générales suivantes, où les indices peuvent prendre 
toutes les vah^urs 0, i, 2, ..., 8, les lettres distinctes désignant des indices dis- 
tincts, et î/A'XjjivpaT désignant une permutation quelconque des nombres 0, 1 , 2, ..., 8 : 
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(35) (x:,*xVv) = (v*^{^^)Xooo/"; 

enfin la formule (35), combinée avec X.^a/, donne 
(36) (XoooX.vO = - (y A'Xjiv) x/^/. 

Les formules qui déterminent la structure sont alors les suivantes : 

(X./X.a) = (\ijXjk) = X/a/, (XijtXki) = X,-/ — Xfikfi 



(37) 



2 

[XiiXijk) = - Xijkf, 

2 

1 



(Xi,X;;t/«) = — ~^Xjkftfy 

i 

(XiiX'jkfi) = -^^Xjkhf, 



(X/yXyfcA) = X/;^*/*! (X/yXi^/t) = — X'jkhfi 

iXijkX'ijk) = X,if -^Xjjf -^Xkkfy 

I(XoooXioo) = — Xji/* — Xiî/* — Xzzf — Xj./ — Xj../* — Xec/", 
(x.yjtXx^v) = — {.(/A'^^f^^jXiouA 

(xîy.x;,.) = {ijki^-)x,j, 

(XoooX.v/f) = — (yA'>^î^v)Xij,vA 
I (X'oooXfyfc) = {ijkl\L^)Xx^4. 

II. — A^ ra«</ (/m ijroupe est 7. — Alors en posant 

2lO, -(- !•>, + Wj -+- Wj + «Oj -I- B», -+- (O, + (O, =0, 

2X,/H- Xn/'^ X„/-4- X„/-4- X^/+ X„/-H- Xe/+ X„/- - 0, 

il faut encore considérer les transformations qui appartiennent aux racines 
2oo-l-(Di, — (2u)g-+-u)i). Nous les appellerons X^o,/, — X'oo/. Nous aurons alors 

I (XrfXoOi) = « XoOi/*, (X/iXoOj) = ô^oo/î 



(38) 



\ 



(X/,Xooa) = — - Xco*/*! 



(X/iXiofc) = -Xoojt/*, 



(aoOjXqqj) — zXqq/ -h X,7/. 

Nous verrons ensuite de la môme manière que dans le cas de / = 6, qu'on 
peut toujours s'arranger de façon à avoir les formules 

et les formules analogues qui s'en déduisent. Les deux membres de (39) combinés 
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alors avec Xp,/ donnent 

(ApjX Q0p) = X 00//) 

et de même 

La Structure est alors définie par les formules suivantes, où les indices dési- 
gnés par des lettres distinctes sont distincts, et où yA-Xjivp désigne une permutation 
quelconque des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 : 



/ 



(40) 



X/,X,ifc) — {XijXjic) = XiJt^ 



(XijfcXjfcj) = \uf Xickf, 



2 

XuX;;*) = - Xijkfy 



XiiXijk) — — ~ ^'ijkf} 



X/iXoOi) ^ XoOi/ 1 



Xf/Xooi) — — ~ Xooi/ 1 



(Xà'Xywi) — — — Xyjyi/*, 



(XuX(Ktk) — — q Xoo*/*, 
(X/iXoofc) = — Xoofr/*, 



(XijXiich) — X;^,/", 

(XijXoQi) = — Xooy/", 



XyXooj) = Xooi/ , 

^ijkXijh) = X|/-h Xjjf-h Xkkft 

XooiXooi) ^ 2Xoo/*-h Xii/", 

XyfcXA;Vk) = X^/", (XooiXooy) = Xy/*, 

Xv7fXx,.v) = — (0/'^>^Kvp)Xio/, 

xîvfcXi^v) = (y^^F'?)Xoop/*, 

XaopXfyfc) = — (pî;A-Xfiv)Xx^/, 
XoopXîvjk) = {pijkliL^)Xy^/. 

III. — /,e raw7 rfw groupe est 8. — Alors en posant 

Wq -+- o), -h (1)2 4- (1)3 -H w V + ' h Wg =0, 

X,J-hX,,f-^ Xnf-\' ••• + X«/ = 0, 

il faut ajouter aux transformations déjà considérées, celles qui appartiennent aux 
racines (o^ - (o,-, Wi — o)q, (DQ-i-a)^ -h (Oj^, — (o^ — (o^ — oih Nous les appellerons 
respectivement 

Nous aurons alors les formules générales suivantes, où les indices peuvent prendre 
toutes les valeurs 0, i, 2, ..., 8, les lettres distinctes désignant des indices dis- 
tincts, et i;AX|xvp(rc désignant une permutation quelconque des nombres 0, 1 , 2, ..., 8 : 
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(X«X,7() — [XijXjtt) = X,'^/", 



O^ik^ki) = X|,/ — Xjtkfy 



(41) 



1 



(Xà-X/yfc) = - Xijkff 

2 

(XiiX.yTc) = - X'ijkf, 

{XijXjkh) = X/jy/, (X/yXÎ;k^) = — ^jkhft 

{XijkX'ijic) = Xiif-^Xjjf-hXitkff 
{XijkXhjk) = Xihf^ 

' {XijkX^j) = — (yA-^fAvpax)Xp,xA 
' {x^jkX'^.) = (y^-Vv?^)x,,^/-. 

19. Groupes simples admet la7it un système fondamental d'entiers du type F), Ces 
groupes, de rang 4, ont 52 paramètres. On peut mettre les racines et les transfor- 
mations qui leur sont associées sous la forme 

-f- cOj dz (Uj "H tog H- 0)^ 



u> 



(1 



± Y./, 



dz Wf rb wjt. 



± Y/± Y,/- =t Y/± Y,f± Y,f± Y/ 



(e^A; i,k= 1,2,3,4). 



2 2 

En appelant X/ la transformation qui appartient à la racine w„ (i = ±: I, 
±:2, ±3, ±4, avec o),, = a)_, = — w,), X,jk/'= — X^/* celle qui appartient 

à la racine ii>,4-(i>;^, Xag^j/* celle qui appartient à la racine ^ — 

(a = zh 1, p = db 2, Y = ii= 3, o = ± 4), enfin en remplaçant Y/ par 2Y/, 
on arrive aux formules suivantes, après quelques calculs un peu longs, mais sans 
difficulté : 

(Y,Xê) = - X/, (YiX,') = X,/, ( Y,X,-,) = - X,-,/-, (Y A',) = X,V, 



i 



(Y.XryWi) = â^i'jkhf'y 



(X,X,') = 2Y./, (X,,X,r) = Y/-4-Y,/-, (X,,,,X,v,v) = Y/H-Y,/-+ Y/+ Y,/*; 
(X,XO = ^Xucf. (X,X..,) = -X,/-, (XoX;^y) = X,-^; 



(42) 



(XpXjj'^j) = epSgXaj^j/', 

(XfXap^'B) = Bje^X,.^?/*, 

(XgXaj^j') = e^e^Xap^i/ ; 

(XajXa'p'yft) = e^e^Xa^^ft/', 
(XayXa'p^'j) = ÊaS^Xap^^/, 
(XajXa'pyj'j = £a&(Xa^^s/, 
(XTrpXaj'^'a) = ^hX^^^if^ 
'XpîXjj'^ç') =: e^s^Xa^^e/", 
XçyXaj^'ç'j = Ej6ïXap.j.ç/ ; 



(Xx^T^Xa'p^'B') = EpEbXj/", 

(Xaj^^Xa'j'v?') = 6j£^X^/ , 

(Xaj^iXa'j'v'î) = Sv^-Xt/*; 

(Xap^^Xap^'s') = — ïE^e^Xag/, 
(XajyïXftpy/) = — 2£aÊ8Xa^/, 

(Xap^gXaj'^'^j = -«EaÊjXaj/, 

(XaJvîXa'j^/) = — 2e^6»X^/, 

(Xag.8Xa'gT'0 = — 2£pe^X35/*, 

(Xaj^ïXa'j'Y») = 25^65X8^/ . 
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\ e. = 4- 1 si i > 0, £. = — 1, si i < ; Y_/ = — Y/. ) 

Tous ces groupes ont donc la même structure. 

On peut remarquer qu'un tel groupe contient trois sous-groupes simples du 
type B) et de rang 4. On les obtient en prenant toutes les racines ± w, dz w^^ 
et en outre, pour le premier, les racines ±: w„ pour le second, les racines 

^-^ — pour lesquelles e^^KH = h- 1 ; pour le troisième, celles pour 

lesquelles m^V» = — i. 

20. Groupes simples admettant un système fondamental d'entiers du type 6). Ces 
groupes sont de rang 2 et d'ordre 14. 

Les racines et les transformations qui leur sont associées peuvent se mettre 
sous la forme 

dbY/, -Y/-- Y,/; . ^ » ' 

avec w, H- ojj -+- wj = Y,/" -+- Ya/'H- Ya/" = 0. 

Posons Y,/= — 3X„/, et appelons X,©/, — Xo/ les transformations qui 
appartiennent respectivement aux racines w/ et — w,, de môme Xy/(i>j) 
ou — X/;/(i<7) celle qui appartient à la racine w» — oy. Alors on arrive 
facilement aux formules suivantes : 

9 a 

(XjiXjo) = - X/o/", (X./Xjfco) = — ^ X^fco/*, 

2 1 

(XiiXoi) = — - Xo,/, (XjvXo^) = - Xofc/", 

(*3) ^ (X«,X^) = -2(0'A)X,*/-, (Xo,X„j = 2(yA)XM/-, 

(XjoXoy) = 3X,;/, 

(XojX,-^) =1 Xoit/, (XiVfcXfco) = X/o/*, 

\ {XijXjk) = X,-^/", (XfyXyi) = Xuf — Xjjf. 

(i^é/c; i,y, A'= 1, 2, 3; (yA:) = 0, si **=>; (i/A) = -hi ou —1 

suivant que les trois nombres distincts i, j, k forment une permutation paire ou 
impaire des nombres 1, 2, 3). 

21. On voit d'après cela qu'à tout système d'entiers simples correspond une 
structure simple et une seule. On peut alors énoncer le théorème suivant : 
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Théorème II. — Ihj a en général quatre structures distinctes dégroupes simples 
de rang /, à savoir : 

A) une structure d'ordre l{l -h 2), pour / > 4 ; 

B) une structure d'ordre l[^l H- i), pour / > 2 ; 

C) une structure d'ordre l{il H- 1 ), pour / > 3 ; 

D) une structure d'ordre 1(21 — 1), pour / >> 4. 

// faut ajouter une structure spéciale pour les valeurs / = 2, 4, 6, 7, 8 : 

E) une structure d'ordre 78, pour l = Q ^' 
E) une structure d'ordre 133, pour / = 7 ; 

E) une structure d'ordre 248, pour / = 8 ; 

F) une structure d'ordre 52, jiour / = 4 ; 

G) une structure d'ordre 14, pour / = 2. 

Ces différentes structures sont définies par les formules (3), (4), (12), (20), (37), 
(40), (41), (42) et (43). 

22. La détermination des systèmes d'entiers simples non équivalents a été 
faite par M. Killing au îj 15 de son mémoire {Math, Ann,, t. 33, p. 25 sqq.). Je me 
contenterai de signaler une seule objection qu'on peut faire à la conclusion, 
c'est qu il suppose implicitement, qu'étant donné un système d'entiers simple as- 
socié aux racines coi, cd^, ..., w/, on peut toujours, en changeant uniquement 
au besoin les signes de quelques-unes de ces racines, faire en sorte que tous 
les entiers a,; soient négatifs ou nuls. Or il n'en est rien. Il suffit de prendre, pour 
/=4: 

«IV = «13 = «32 = «u =0; 

en posant (Di= w^-ha^jW, = w^-^ Wj, et y[f=^'/-¥-a^^YJ=YJ'\'YJ, on 
obtient un système équivalent où tous les a,; sont égaux à — 1, sauf au = — 2 
et ttfz = asj n: ; c'est le système D) d'ordre 4. 

M. Killing indique en outre deux systèmes spéciaux d'ordre 4 qui sont mani- 
festement équivalents (Z. v. G., 11, p. 30 et 31), comme on le voit en échangeant 
a>i et (Og, u>2 et (i)(. 

Quant à la détermination des structures des groupes simples, M. Killing se 
contente de montrer qu'aux types A), B), Dj correspondent des groupes simples 
connus depuis longtemps, à savoir le groupe projectif général de l'espace k / di- 
mensions et les groupes projectifs d'une surface non dégénérescente du second 
ordre dans les espaces à 2/ et 2/ — 1 dimensions. Mais il ne donne pas les calculs 
explicites qui permettent de montrer que ce sont les seuls, et quant aux autres 
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systèmes d'entiers, il ne donne que des indications vagues sur les structures 
qui leur correspondent (*î, sauf cependant pour le type C) ^*^. 

A part les cinq groupes spéciaux qui correspondent aux types E), F), 6), on 
a donc quatre grandes classes de groupes simples et quatre seulement : c'est là le 
résultat capital des recherches de M. Killing. Mais ces quatre classes avaient déjà 
été indiquées par M. Lie, qui a montré depuis longtemps que le groupe projectif 
général à /variables, les groupes projectifs d'une surface non dégénérescente du se- 
cond degré à 2/ et 2/ — 1 variables, et enfin le groupe projectif d'un complexe 
linéaire à 2/ — i variables, sont des groupes simples : ce sont précisément ceux 
qui correspondent aux types A), B), D), C) d'ordre /. 

Les conclusions de Killing sont donc importantes, non pas tant par les groupes 
simples nouveaux dont elles nous révèlent l'existence, que par la certitude qu'elles 
donnent de n'avoir affaire qu'à un nombre excessivement limité de types de groupes 
simples, dont les plus généraux ont déjà d'ailleurs été étudiés. 



(1) V. KiLLi.NG, Z. V. G., Il, p, 4-M8. 

(2) Killing, Z. v. G., HI, p. 121. 



TROISIÈME PARTIE 



CHAPITRE VI 

Groupes non intégrables. Plus grand sous-groupe invariant 

intégrable 



1. Considérons un groupe G d'ordre r qui ne soit ni intégrableni semi-simple. 
Alors il contient au moins un sous-groupe invariant intégrable. Supposons que g 
et g^ soient deux tels sous-groupes invariants intégrables. L'ensemble des trans- 
formations appartenant soit à g, soit k g\ forme alors un sous-groupe invariant 
qui est manifestement intégrable. Cela nous montre Texistence d'un certain sous- 
groupe invariant intégrable r qui contient tous les sous-groupes invariants inté- 
grables de G. Nous appellerons r le j)lns grand sous-groupe invariant intégrable de G. 

Au sous-groupe invariant r est associé un groupe g isomorphe mériédrique à 
G(II,4) ; si r est d'ordre r — w, g est d'ordre m; à la transformation identique 
dans g correspond dans G le sous-groupe invariant r. Le groupe g est semi- 
simple ; car s'il n'en était pas ainsi, il admettrait au moins un sous-groupe invariant 
intégrable g' ; à g' correspondrait dans G un sous-groupe invariant G' ; et comme 
les groupes dérivés successifs de g' finissent par se réduire à la transformation 
identique, les groupes dérivés successifs de G' finiraient par se réduire à r, c'est- 
à-dire aussi à la transformation identique. Le sous-groupe r de G serait donc con- 
tenu dans un sous-groupe invariant intégrable plus grand G', ce qui est impos- 
sible. 

Théorème I. — Etant donné un groupe (j non intégrable, tous les sous-groupes 
invariants intégrables de G sont contenus dans un certain sous-grouj)e invariant inté^ 
grable r, A T est associé un groupe g isomorphe à G et semi-simple. 

La propriété fondamentale d'un groupe semi-simple de se décomposer en 
sous-groupes invariants simples montre la grande importance de ce théorème, en 

CARTAN 13 
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particulier pour l'intégration des systèmes d'équations aux dérivées partielles qui 
admettent un groupe fini et continu donné : les systèmes d'équations différentielles 
à groupes simples auxquels se réduit le système (abstraction faite des quadra- 
tures) sont indépendants les uns des autres, 

2. Soit toujours G un groupe non intégrable d'ordre r défini par les r trans- 
formations infinitésimales indépendantes X,/", Xî/*, ..., \rf. Supposons que son 
plus grand sous-groupe invariant intégrable r soit défini par les r — m trans- 
formations infinitésimales indépendantes 

aaX,/'-i-a,2Xj/'-H...-f-a,vX/, (i = i, 2, ..., r — m). 

Alors, si nous appelons g le plus grand groupe semi-simple isomorphe à G, la 
transformation ^iXi/'-f-^aXa/'-f- ... -4-erXr/' pourra être regardée indifféremment 
comme une transformation de G ou une transformation de g : dans ce dernier cas 
elle ne sera pas distincte de la transformation 



:/•—»» 



Cl -i- 2 h^i\ I X,/'H 1- ( ''r -i- ^ \'^ir I X,^ 

OÙ X,, Xj, ..., X^„ désignent des constantes arbitraires. 

Cela étant, soit k le nombre des racines identiquement nulles de l'équation 
caractéristique de G, et soit /i le rang du groupe g. Soit 

eiXi/*-f- ^2X2/"-+- ... H- erXrf 

une transformation infinitésimale générale de G, c'est-à-dire telle que l'équation 
caractéristique relative à cette transformation admette k racines nulles seulement. 
Elle fait partie d'un sous-groupe y de rang zéro et d'ordre k. Mettons le groupe G 
sous la forme réduite relative à ce sous-groupe y- Si wj, wa, ..., W;, dési- 
gnent les racines distinctes, différentes de zéro de l'équation caractéristique relative 
à Yî à chacune de ces racines, w. par exemple, appartiennent m^ transformations 
infinitésimales indépendantes Xai/*, X^a/*, ..., X^m^i wi^ désignant l'ordre de mul- 
tiplicité de la racine oDj. Enfin à la racine zéro appartiennent les k transformations 
Xq,/", ..., Xoa/ du sous-groupe y- 

Si nous nous reportons au théorème X du Chapitre II (§ II), nous voyons que 
le sous-groupe invariant r est déterminé par celles de ses transformations infini- 
tésimales qui appartiennent aux différentes racines 0, wj, w,, ..., w^ de l'équa- 
tion caractéristique. Il en résulte que nous pouvons obtenir le groupe g en pre- 
nant parmi les transformations qui appartiennent à chaque racine celles qui ne 
font pas partie de r. En particulier, si nous nous rappelons (II, 4) que le déter- 
minant caractéristique de G contient en facteur le déterminant caractéristique 
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de r/, nous voyons que la transformation infinitésimale . CiXif -\- ... -\- er\rf d'où 
nous sommes partis, considérée comme faisant partie de g, est une transformation 
générale de g. Il en résulte que le sous-groupe y, considéré comme appartenant 
à g, est le plus grand sous-groupe de rang zéro dont fasse partie CiXif-h ... 4- er\rf 
et par suite que le groupe g se trouve mis sous la forme réduite relative à la 
transformation générale eiXif 4- ... h- CrXrf- 

Les racines de Téquation caractéristique d'un groupe semi-simple étant toutes 
simples (sauf la racine zéro), il en résulte qu'à chaque racine «*>, 9;^ multiple 
d'ordre m^ de Téquation caractéristique de G appartiennent au moins m, — 1 
transformations infinitésimales indépendantes de r. Nous dirons que la racine 
o>a est principale si les transformations qui lui appartiennent ne font pas toutes 
partie de r, et qu'elle est secondaire si toutes les transformations qui lui appar- 
tiennent font partie de r^^). 

Etant donnée une racine principale co^^, soit SB/ une transformation infinité- 
simale commune à 7 et à r, et supposons que Xai/, . . . , Xa.^-i/* fassent partie 
de r, mais non X^,hf\ nous supposons, comme nous pouvons toujours le faire, 
que 

[i =1,2, ..., wi,). 

Si on fait dans cette formule i = h, il faut que le second membre fasse partie 
de r, ce qui nécessite w^^^) = 0. 

Si donc w. est une racine principale, w, s'annule pour toute transformation 
de Y qui fait partie en même temps de V, Cela tient au fond à ce que w. est racine 
de l'équation caractéristique de g et par suite ne dépend pas des paramètres qui 
définissent les transformations de r. 

3. Supposons que coi soit une racine principale de l'équation caractéristique 
de G ; alors — (jJi est aussi une racine principale. Parmi les transformations qui 
appartiennent à ^i et h — w,, on en peut choisir deux, soit %/ et %\f, qui 
ne font pas partie de r, et par suite qui peuvent être regardées comme des trans- 
formations infinitésimales de g. D'après la théorie des groupes semi-simples, si 
on pose 

on peut toujours faire en sorte qu'on ait 
(i) (Y.».) = - 2S6.A {Y,%',)~i%'if. (mod. r), 



(1) M. K1LUN6, Z. T. G., m, p. 80, distingue de même les « Hauptwurzeln » et les « Neben- 
wurzcln ». 
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le signe ^ signifiant qae les seconds membres sont respectivement — ^%\f^ 
2%',/*, à ane transformation de r près. 

Noas allons démontrer qa'on peat toujours choisir %if et %\f de façon 
que les équations fâ; soient vraies d'une façon absolue, c'est-à-dire de façon que 
Yf/", %lf^ %\f forment un soiu-groupe simple à trois paramètres de G. 

Supposons d'abord pour cela que le sous-groupe invariant r ait ses transfor- 
mations toutes échangeables entre elles. Supposons que hf^i soit une racine de l'équa- 
tion caractéristique, h étant un entier positif,et qu'aucune des quantités (A + i, &>,, 
(h + 2j(di, ..., ne soit racine. Si A >> i, toutes les transformations qui appar- 
tiennent à la racine Ao, font partie de r ; si h = 1, il y en aura ?»! — 1 d'in- 
dépendantes. Dans tous les cas (sauf mg = mi = i où le problème serait résolu), 
il y aura au moins une transformation appartenant à Ao>i et faisant partie de r, 
soit Zai/*, telle qu'on ait 

^3) (Y,Zm) = -2AZ*./-. 

Nous dirons que Z^f est du premier genre par rapport à Yi/". 

L'identité de Jacobi relative à ggi/", %\f et Zktf montre alors que (%\,Zhi) 
est différent de zéro^ et que par suite on peut poser 

(4j (%'iZHi) = 2AZ;^,,/, (9S,Z*_,.,) = - ZmA 

De plus les deux membres de (4), combinés avec Yi/", montrent que (YiZa_,,i) 
est égal à — 2(A — i;ZA_i,i/*, à un crochet près de deux transformations de r, 
c'est-à-dire d'une façon absolue, puisque les transformations de r sont supposées 
échangeables entre elles. On a donc 

(5) (Y»Za„,.0 = _2(A--i)Z*_,../-. 

En continuant ainsi, on arrive à constater l'existence de 2A -h i transfor- 
mations Zm/*, Za_,.,/', . . ., Z,i/, Zo/, ..., Z^,,/" de r, telles que Ion ait 

'^'' j (YiZa) = -2iZa/', (z = 0, ± I, . . . , dt A). 

Il n'y a alors certainement pas de racine de la forme — {h -h i) ^i, — {h -h 2)u),, ..., 
car, réciproquement, on en conclurait l'existence de la racine (/* -h 1) w,. 

Supposons qu'en enlevant cette série de transformations de r, il y ait encore 
des transformations du premier genre appartenant à la racine Aj wi, mais plus aux 
racines Oh -+- i) wj, (A, -h 2) mj, ..., (Aj < A;. Alors, si Aj <; A, et si Z^^^f 
est une transformation du premier genre de r distincte de Z^ji/*, nous pourrons, 
en lui ajoutant au besoin ^^Za^,/*, où X est une constante convenable, faire en 

sorte que 

^mZajs) = 0. 
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Nous en déduirons alors de la môme façon que tout à Theure Texistence d'une 

nouvelle série de transformations du premier genre Zh^if,Zn^-i,tf^ >.., Zji^^^f 
telles que 

l {%\Zt,) = (^2 -H i)z,_t,i/', (3BiZ,-t,0 = ^{h,--i-h i)Z4. 

^^^ i ( Y,Za) = ^ m4, (i = 0, db 1, . . . , ± h,), 

et ainsi de suite, tant qu'on n'aura pas épuisé les transformations du premier genre 
de r qui appartiennent aux différentes racines ± /uoi, Hz (A — \ œ,), ..., dt w,, 0. 
Supposons que nous ayons ainsi n séries de transformations, à chacune des- 
quelles correspondra un nombre entier positif /«i = A, A,, A3, .... A„. 

Supposons maintenant qu'à la racine A'coj appartiennent encore des transfor- 
mations de r, mais non à (A' h- <) wi, ..., (A' < A). Soit en particulier U/,/ une 
telle transformation : 

(8) ( Y,Uv) = - 2 A'U,/ -h X^Zv,/"-!- KU'tf^ ' ' ' -+" ^nU'nf^ 

Un'f sera dite du second genre par rapport à Y,/". Nous aurons, si A' < A, 

{%i^h') = PiZa'4.i>i/'-+" PîZa'-hi./H Hp«Z/i'_^,,„/', 

les coefficients p, étant certainement nuls, si A, < A'-4- 1. Mais alors en prenant 

Vk'f-h ^' ,, Zvi/'-h ... au lieu de Uv/*, on aura {%JJh') = 0. 
/ii "~~ fi 

On en déduit l'existence de transformations du second genre Ua'-i/*, . . . , U_/,'/ 
telles que 

^ (^.U..O = -(/^'-^+l)U/-^(A'-i^l)x/^g^ 

(i = rbA', =b(A' — i), ...,dzl,0). 

Cela étant, à la racine — (A'-+-l)a)i n'appartient certainement pas de trans- 
formation du second genre, sinon il en résulterait une transformation du second 
genre pour la racine (A' -+- l)wi. 

Or nous avons 

(AiH-AO ... (A, — A'+l) ,,^„., , , 
(Y,(^^iU_,,)) = 2(A'+ l)(^iU_v) 4- X, 2h'{ih'^i)..,^A ^^^^^''^'^ "^ '" ' 

Il en résulte que l'on a, soit Xi = 0, soit A» < h', c'est-à-dire, soit Xi = 0, 
soit Al = A' ; de même X2 = ou A^ = A', etc.. Les constantes X qui ne 
sont pas nulles ne peuvent donc être que celles pour lesquelles l'entier A corres- 
pondant est égal à A'. Soit K\ ... ^ 0, avec A, = Ap = ... = A'. On aura 
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alors 

= (âSi(9S',U_,/)) + 2AXU/-2/A,Z_,..,./*- . . . 

Mais si on remarque que (S6iU_a') ne dépend pas des transformations 
Z_A'-i,aA • • • 1 ^^ ^^^* ^^'*^ faudrait 

(2A'-i-i)X. = (2/i'-t- 1)).^= - = 0, 

ce qui est impossible. Donc aucune des transformations de T qui appartiennent aux 
différentes racines 0, liiwj, =t2w,, ..., n'est du second genre par rapport à Yi/*; 
elles sont toutes du premier genre ^^K 

Cela étant, on aura des égalités de la forme 

^^^^ j (YiSj;) = 236'/ 4- KiZ .1, ^f-h \H^.^u4^ "• + KnZ_i,nA 

En exprimant que 

(Y,(a5i9Ê;)) = (Y,Y,) = 0, 

on trouve alors, en tenant compte des formules (7), 
(/i, + i)(X, + ^,)Z,,/-^(A, + l)(X, + fX2)Z,,/+--.-+-(A„+i){^ 

et comme les transformations Zq,/", Zq,/*, . . . , Zo»/" sont indépendantes, il en 

résulte 
(H) X, -H fx, = Xj-+- ji, = ... = X„-+-^i„ = 0. 

On en déduit facilement 

( Yi — T" ^01 — 1~ ^0* 1" ^^' ^ ) ~ — 29S'A 

( Yi — t-Zqi — T- Zqj ^Zo,„ âS', j = âgg',/*. 

De plus, pi, p2, ..., pn, ^u «^27 •., <ïn désiguaut des constantes quelconques, 
on a 

(9gi-hPiZ|,iH hp«Z,.n, aj;4-^iZ_,a+--- + ^«Z_,.„) = Y/--(/ii-|-l)(p,H-aOZo/--... 

11 en résulte que si on prend 

Xj Xo x„ 



Pi -h ffi = T-TT — -"Tx » Pa H- <ïî = 77T — —7; ' • • • ■» pi» -+- ^/i = 



et si on remarque que les transformations de r sont échangeables entre elles, 
les trois transformations infinitésimales 



(1) Cf. KiLLLNG, Z. V. G., 111, p. 80. 
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%\f H- ^iZ_.i,/H h </..u„f 

foiinctit un sous-gvoupe simple à trois paramètres ^^K 

On voit de plus qu'on peut choisir arbitrairement la transformation %if par 
exemple ; en outre la transformation Y/ qui fait partie du sous-groupe est indé- 
pendante du choix de %if. 

Passons maintenant au cas général, où r est un sous-groupe intégrable quel- 
conque. Soit i\ son groupe dérivé : c'est un sous-groupe invariant de G. A ce 
sous-groupe invariant est associé un groupe isomorphe à G dont le plus grand 
sous-groupe invariant intégrable a ses transformations échangeables entre elles. 
On peut donc supposer choisies les transformations Yi/*, 36iA Sêi'/*, de telle fa- 
çon que 

(ÎK.)3B/ = Y,A 
(Y,9g,) = - 295/, (Y,a;0 = 2%J (mod. r.). 

Les transformations Y^f, ggi/*, %if jointes à Vi forment alors un sous-groupe 
de G. Si alors Tj est le groupe dérivé de r,, on voit qu'on peut supposer en- 
core 

(Y,9Ê.) = - S^e.A {Y,%\) = m\f. (mod. r,), 

et ainsi de suite jusqu'à ce que l'un des groupes dérivés successifs de r ait ses 
transformations échangeables entre elles, ce qui finira certainement par arriver, 
puisque r est intégrable. 

On voit donc qu'à toute racine principale wj de V équation caractéristique, on peut 
faire correspondre un sous-groupe simple à trois paramétres 

(12) (Y,9g,) = - 2aj,/-, (YXJ = 29ê'/, (9B.se;) = V, 

%if appartenant à la racine oj„ JE//* à la racine — Wp et Yi/* au sous- 
groupe Y- I^e plus %if par exemple peut être prise arbitrairement parmi les 
transformations qui appartiennent à la racine wj et qui ne font pas partie de r. 

Si nous remarquons qu'un groupe intégrable ne peut contenir aucun sous- 
groupe simple, nous obtenons le théorème de M. Engel ('^: 

(1) Les groupes simples à trois paramètres ont été appelés par M. Engel « Kcgelscbnittgruppen » 
(Leipz. Ber.y 1887, p. 95), expression qui a été adoptée par M. Killing et abandonnée depuis. 

(2) Ce théorème a été énoncé pour la première fois par M. Engel, Leipziger Berichte, 1887, 
p. 95 sqq., mais aTee une démonstration que lui-même a reconnue manquer de rigueur. J'ai 
annoncé, C. R., 1893, t. 116, p. 784 sqq., que j'en avais trouvé une démonstration rigoureuse, qui 
est celle du texte. M. Engel, qui à ce moment avait en sa possession une autre démonstration, Ta 
publiée dans les Leipziger Berichte, 1893, p. 360 sqq. 
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Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe soit in- 
iégrable est qu'il ne contienne aucun sous-groupe simple à trois parainètres, 

4. Soit w, une racine principale; considérons un sous-groupe simple à trois 
paramètres associé à celte racine : Yif,%\f,%!f, ces transformations infinitési- 
males satisfaisant aux relations (12). Soit u), une racine quelconque, principale ou 
secondaire, nulle ou non* et soit a^i la valeur que prend cette racine pour la 
transformation Y,/* du sous-groupe y {a,| = — 2). Si w^-hAwi est racine, 
mais non Wa-l- (A + l)a),, (o^ -+- (A -h 2)w,, ... ; de même to. — A'o),, on trouve, 
en répétant le raisonnement du paragraphe précédent, que Texistence d'une trans- 
formation du premier genre appartenant à w^ + Aidj entraîne celle d'une série 
de transformations du premier genre appartenant respectivement à 

de plus, pour la transformation Yj/* du sous-groupe Yi on a 

(lo. H- Ato,) -h (o), — A'toi) = 0, 

c'est-à-dire 

(13) «,i = A — A'. 

Ou voit de la même façon qu'il ne peut y avoir aucune transformation du deu- 
xième genre relativement à Yj/* ; autrement dit, pour employer une expression de 
M. Weierslrass, le déterminant caractéristique relatif à Yif n'admet que des divi- 
seurs élémentaires du premier degré. Nous pouvons de plus énoncer le théorème 
suivant ^*' : 

Theorëiiie III. — A l'ensemble de deux racines, l'une principale a>,-, l'autre secon- 
daire ou principale (o», est associé un novibre entier a^i, qui jouit de la propriété 
suivante: w. -h a^iWi est encore racine ; de j) lus s'il y a n transformations infini- 
tésimales indépendantes appartenant à la racine w^-f-Ao),-, il y en a également n 
indépendantes appartenant à la racine ««>» 4- (aa,- — A)a)i, et au moins n apparte- 
nant aux racines de la fo7*me w^ h- mw,-, pour lesquelles l'entier m est compris en- 
tre h et a^ — h. 

En particulier, si la racine w» est principale, on retombe sur les entiers qui 
ont joué un si grand rôle dans la théorie des groupes semi-simples. 

De la même façon que pour les groupes semi-simples (IV, 6), nous verrons que 
si o), et toy sont deux racines principales, et w^ la racine principale 



(i; Cf. KlLLLNG, Z. V. G., II, p. 13-16. 
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on a, quel que soit Tindice a^ 

Autrement dit, si Y/, Y/, Y^/ sont trois transformations iniinitésimales du 
sous-groupe y» respectivement associées aux racines w,, w^, w;, = Wf h- aj^wy, 
on a 

Y,/-= YZ-f-a^^YZ-hU/", 

U/* désignant une transformation distinguée du groupe, qui peut d'ailleurs être 
identiquement nulle. Autrement dit, d'une façon générale, ;?oiir que p racines prin- 
cipales soient indépendantes , il faut et il suffit que les p transformations du sous- 
groupe 7 qui leur sont associées soient indépendantes, à une transformation distinguée 
prés. 

5. Cette dernière propriété va nous permettre de démontrer que si Gi est le 
premier groupe dérivé de G, le plus grand sous-groupe invariant intégrahle de Gj 
est de rang zéro ^^\ 

D'une manière générale, si G' est un sous-groupe invariant de G, r le plus grand 
sous-groupe invariant intégrable de G,, à r sont associés deux groupes ^, g' iso- 
morphes respectivement à G et à G' ; g^' est un sous-groupe invariant de gf, et 
comme g est semi-simple, il en est de môme de g' (IV, 2). Donc le sous-groupe 
commun à Çj et à V est le plus grand sous-groupe invariant intégrable de G'. 

Cela étant, le plus grand sous-groupe invariant intégrable de Gi est le sous- 
groupe commun à Gi et à r ; appelons-le Tj : c'est encore un sous-groupe inva- 
riant de G. Considérons celles des transformations infinitésimales de r, qui appar- 
tiennent au sous-groupe y- Elles peuvent ère obtenues, soit, 1°, en combinant deux 
transformations de y *, soit, 2^, en combinant deux transformations infinitésimales 
appartenant respectivement à deux racines égales et de signes contraires, l'une 
au moins de ces transformations faisant partie de r ; soit, 3°, au moyen d'une 
combinaison linéaire des crochets (§6,9S/), où gg/, %if sont les deux transforma- 
tions qui forment avec Y,/ le sous-groupe simple à trois paramètres associé à la 
racine principale lo,- ; soit enfin, 4**, au moyen d'une combinaison linéaire de toutes 
ces transformations-là. Or, en vertu du corollaire du théorème XII (chap. II), 
l'équation caractéristique relative à une transformation du groupe dérivé de y a 
toutes ses racines nulles. Il en est de môme de celle qui est relative à une transfor- 
mation du groupe dérivé de r, puisque (III, 2) le groupe dérivé d'un groupe inté- 
grable est de rang zéro. Quant à une transformation de y q^i proviendrait d'un 
crochet {%i%l)^ où %'f appartient à r, mais non %if, d'après une remarque du 



(1) Cette proposition est énoncée par M. Killdïg, Z. v. G., IV, p. 187. 
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paragraphe 2, la racine principale toi s'annule pour celte transformation, par 
suite aussi (II, 13) toutes les autres racines de Téquation caractéristique. Le para- 
graphe précédent montre de plus qu'une combinaison linéaire des Y/ associées 
aux racines principales ne peut faire partie de r sans être une transformation dis- 
tinguée, c'est-à-dire encore sans que Téquation caractéristique qui lui est relative 
n'ait toutes ses racines nulles. Enfin, en vertu des propriétés de Téquation caracté- 
ristique relative au sous-groupe y, Téquation caractéristique relative à une com- 
binaison linéaire quelconque des transformations que nous venons de considérer 
a toutes ses racines nulles. Autrement dit, Y équation relative au sous-groupe com- 
mun à y et à Ti a toutes ses racines nulles. 

Cela étant, nous pouvons toujours choisir r transformations infinitésimales 
indépendantes de G : X,/*, Xj/", ..., Xr/", dételle façon que chacune d'elles appar- 
tienne k une racine déterminée de l'équation caractéristique relative au sous- 
groupe Y» ^^6 d® pl^s Xn-i-i/', . . . , Xrf soient r — n transformations indé- 
pendantes de r,, que Xm-^if^ ...,X„/", X„_^.|/", ..,^Xrf soient r — m trans- 
formations inOnitésimales indépendantes de Gi , et enfin que X,/", . . . , X„/, 
^n-i-\fy ...^Xrf solcut T+wi — « transformatious indépendantes de r, en sup- 
posant que /• — w, r — wi, r-^m — n soient les ordres respectifs de r,, G|, r. 
Enfin nous appellerons co,- la racine à laquelle appartient X/, lUj étant nul si X/ 
fait partie de y- 

Je dis alors que le déterminant caractéristique de G ne dépend que de 
^1, ^î, . . , ^mi ^m-hii . • • » ^n, l^s <? défiuissant toujours la transformation infinitési- 
male générale <?tXi/"+ ...-+- erXrf de G; autrement dit le déterminant caracté- 
ristique ne dépend que des formes linéaires des e qui, égalées à zéro, définissent r,. 
En effet, tous les coefficients ^{e) peuvent s'exprimer au moyen des quantités 

avec 2* indices de sommation a,, .. , «„ X,, ...,X, indépendants les uns des 
autres (ce sont précisément les sommes des puissances s" des racines de l'équation 
caractéristique). Dans l'expression ^\{e) le coefficient de e^^ e, . . . e^^ est, à un 
facteur numérique près, qui est le nombre des permutations distinctes des s indices 
ocj, a,, . . . , x«, la quantité 

les s indices de sommation étant indépendants. Je dis que, dès que Vun des indices 
«i, *î, . . . , a* « l'une des valeurs n H- 1, n-+- 2, . . . , r, ce coefficient est nul. 

En effet, d'abord pour que le produit c^^x^-^ . . . Ca^x,Xj soit différent de zéro, 
il faut que 
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ce qui exige 

w,, + Wa,H hw.^ = 0. 

Supposons d'abord qu'on ait w^^ = ia^= . . = œ.^ = 0, c'est-à-dire que les trans- 
formations X»/, Xa/, . . . , X./ fassent toutes partie de f . Alors pour avoir le 
coefficient de e^^e^^ . . . e^^, il suffit de prendre Téquation caractéristique relative 
au sous-groupe y î ^^ ^® premier membre de cette équation se décompose en un 
produit de facteurs linéaires qui ne contiennent, d'après ce que nous avons vu plus 
haut, aucune des quantités en_^i, e„^_j, . . . , er. Si donc l'un des indices 
«1, «s, ...,a, a l'une des valeurs rn-1, n + 2, ...,r, le coefficient de 

^ai<?ag • •• ^2, ®st nul. 

Supposons maintenant que les racines w^^, w^^, . . . , w», ne soient pas toutes 
nulles, par exemple w»^ ^ 0, et que de plus l'un des indices «i, . . . , a, soit 
plus grand que w, avec toujours la condition 

^a,-+-W«jH hw., =0. 

Je dis que la somme S = Sc^jXjXa • • • ^V#M étendue à toutes les valeurs de l'in- 
dice Xj pour lesquelles wx, a la môme valeur, w, par exemple, est nulle. Cela est 
évident pour 5 = 1. Je suppose que ce soit vrai pour 1, 2, 3, . . . , ^ — 1. On a, 
d'après les identités qui relient les constantes c, 

■ 

P=l 

La somme qui est entre parenthèses dans le second membre est nulle par hypothèse, 
car elle se rapporte à une valeur de s moindre d'une unité et l'un au moins des 
indices aj, . . . , a,_2, p est plus grand que n. Donc dans la somme considérée on 
peut échanger «,_, et a,. De même on pourra échanger «,_, et a,, et ainsi de suite. 
Finalement on a 

la sommation par rapport à l'indice Xi étant la même que dans la somme primitive, 
ce qui peut encore s'obtenir en étendant la sommation à toutes les valeurs de X^ 
pour lesquelles wx^ = Wx^-t-oi^j^ = Wi-i-Wa^. Nous voyons donc que la somme S 
ne change pas si on remplace les valeurs de X, pour lesquelles tox = w, par 
celles pour lesquelles a>x = w^ -f- o).,. Si donc Wi-HWa^ n'est pas racine, la 
somme est nulle ; il en sera de môme si w, 4- w«, est racine , mais non 
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(o._l-2to,^, et ainsi de suite. Comme w.^ipéO, on voit qu'on a toujours 

S = ^'\ 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème IV. — Le déterminant caractéristique d'un groupe G d'ordre r, dont 
la transformation infinitésimale la plus générale est eiXif-\- e^^f-^ ... H- ^rXr/", ne 
dépend que des formes linéaires des e qui, égalées à zéro, définissent le sous-groupe 
invariant Ti commun au groupe dérivé Gi et au plus, grand sous-groupe invariant inté- 
grable T de G, 

6. Ce théorème met en évidence le théorème suivant : 

Théorème V. — Si Gt désigne le groupe dérivé d'un groupe quelconque G y le 
plus grand sous-groupe invariant intégrable de Gi est de rang zéro. De plus le rang 
de Gi est égal au rang du plus grand groupe semi-simple isomorphe à G. Ce rang est 
le même pour tous les groupes dérivés successifs de G. 

En effet, le plus grand sous-groupe invariant intégrable r, de Gi étant le sous- 
groupe commun à Gi et au plus grand sous-groupe invariant intégrable r de G, 
si dans le déterminant caractéristique de G on annule les formes linéaires des e 
qui définissent Tj, on obtient simplement une puissance de w, d'après le théo- 
rème IV, ce qui montre bien (II, 4, th. III) que Ti est de rang zéro. De plus le déter- 
minant caractéristique de Gi s'obtient en annulant les formes linéaires des e qui, 
égalées à zéro, définissent Gi, c'est-à-dire ne dépend que des formes linéaires des e 
qui, égalées à zéro, définissent r. Avec les notations du paragraphe précédent, ce 
déterminant caractéristique ne dépend que de ejn_^i, e,„4_2, ...,«?„• C'est de plus 
un invariant du groupe adjoint de Gi, en particulier des transformations infinitési- 
males adjointes à Xm-^tf, . . . , X,/ : 

Kn-+-if = ^ ^ ^iC»,m-j-l,> -^ = ^ ^ ^'^'« «-+-*' >^"^ ^ ^ efii^m-^i,j — 



C'est donc aussi un invariant des transformations 



El^^/" = J^ eid^ m^^.j'^ » (|i = 1, . . . , n — m). 



Ui 



c'est-à-dire du groupe adjoint du plus grand groupe semi-simple g isomorphe à G. 
Le rang de Gi est donc au plus égal au nombre des invariants de ce groupe, c'est- 



(1) Cf. KiLLiNG, Z. V. G., IV, p. 173-180, où des considérations analogues sont développées. 
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à-dire au rang du groupe g. Comme d'autre part g est aussi isomorphe à Gi et 
que par suite (II, 5) le rang de Gi est au moins égal au rang de g, il en résulte que 
ces deux rangs sont égaux, ce qui démontre la deuxième partie du théorème. La 
dernière partie est évidente. 

Le théorème V donne une condition nécessaire pour qu'un groupe puisse être 
considéré comme le groupe dérivé d'un autre groupe ; mais rien ne prouve qu'elle 
soit suiïisante, et il est probable qu'elle ne Test pas. 

7. Le théorème IV va nous donner un moyen extrêmement simple pour trouver 
le plus grand sous-groupe invariant intégrable r d'un groupe donné G dont on 
connaît les constantes c,to. Supposons encore que X„,^tfy X„,^_2/*, • . . , Xn/*, 
Xn^ifj ....Xr/' définissent le groupe dérivé Gi, et que Xif, Xj/*, ...,Xw/*, 
X„_,_,/', . . . , Xrf définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable r. Si 
nous nous reportons aux théorèmes énoncés dans le Chapitre III (§5), nous voyons 
que les équations 

({A) <^4^2 _ à^t ==... = ^ = ^^* — ... — ^ — 

définissent un sous-groupe invariant intégrable de G, c'est-à-dire entraînent au 
moins comme conséquence les équations 

(15) e^-i-i = em-^2 = . • . = ^„ = 0. 

Or les dérivées partielles -r 1 • • • > 3— sont identiquement nulles en vertu du 

théorème IV ; donc les équations (14) se réduisent à n — m au plus ; comme 
elles doivent entraîner (15), il faut que , ***' T^ soient n — m formes 

linéaires indépendantes de e^+i, ^«,+21 • . . , ^n- Autrement dit, on a 

et les équations (14) sont identiques aux équations (15), c'est-à-dire définissent le 
plus grand sous-groupe invariant intégrable r. 

Théorème VI. — Si eiXif -h e^X^f -h . . . -^CrXrf désigne la transformât ion infi- 
nitésimale la plus générale d'un groupe G d'ordre r, si de plus les transformations 
infinitésimales du groupe dérivé Gt de G se déduisent toutes linéairement des ri 
transfoi^mations indépendantes «aXi/*-!- «aXt/'-H . . . -4- af^X,./', (i = I, 2, ..., ri), 
les équations 

à^t d^t c/^2 
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définissent le plus grand sous-groupe invariant iniégrable T de G; '^Jfi) désigne ici 
le coefficient de u)»^' dans V équation caractéristique de G. 

Car si, en faisant une substitution linéaire quelconque sur les e, aa, . . ., a,> 
deviennent a^, ...,a';^, et si ^^(e) devient ^i{e')^ on a 



(1=1 






""de 



' 9=i 



'' de'. 



(i = 1, 2, . . ., n). 



8. Conservons toujours les mêmes notations, et supposons que chacime des 
transformations infinitésimales Xi/", . . . , Xrf appartienne à une racine de l'équa- 
tion caractéristique relative à un sous-groupe 7 déterminé. En particulier les m 
transformations Xi/*, . . ., X^f qui ne font partie ni de Gi ni de r appartiennent 
au sous-groupe y. L'équation caractéristique de G ne dépendant que de ei.e^, ..., e„, 
on peut, pour avoir son premier membre, supposer e„_,_j = ... = e^ = 0. On a 
alors 



(46) A((o, e) = (— w)»" 



i=:n 






^^ ^iC,-, m-4-1 , wî-l-l tO . . . ^^ ^fii^fiy 



m-\-i 



f=w-f-l 



i=:»i-hl 



\-=zn 



r=.n 



^^ ^i^i, m -j-ltn • ^^ ^i^i, n, n 



O) 



t=mH-l 



f=»nH-l 



i'=.n 



t=z.n 



^^ efii^n-^Un^X — W . . . ^^ ^|C„ 



r,n-hl 



i=l 



»=I 



!=»» 



!==:« 



1=1 



»=1 



Le premier facteur ne dépend que de <?m-Hi, .••, ^n ; c'est le déterminant ca- 
ractéristique du plus grand groupe semi-simple g isomorphe à G. Considérons le 
dernier facteur. Soient w^^, w^^^, ..., w, les racines principales de Téquation ca- 
ractéristique relative à Y- La transformation Xn^if par exemple appartient à une 
certaine racine ^n^i. Considérons toutes les racines qui sont de la forme 
Wn-hi + pi^a H- pgWaj 4- ... H- p;,a)a , les p étaut des constantes (nécessairement des 
nombres commensurables). Soient Xn-j-i/*, X„_^.2/', ..., X»/ toutes les transfor- 
mations de i\ qui appartiennent à ces différentes racines. Il est bien clair que la 
famille de transformations en^^Xn-^if-^ ^n-h2Xn^2/'4- ... 4- e„'Xn'f reste invariante 
par les transformations Xi/", ..., X»,/", X^^if, ..., X„/*, qui appartiennent toutes 
à des racines de la forme «ri^aj 4- ••• -+-^ «^ . Par conséquent ^{^.o,e) contient en 
facteur le déterminant 
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(17) 



8(io, e) = 



i^n 



^^ €iCi^ n_|.i, n-\-i — ^^ • • • ^^ ^fii, n, 



n-+-l 



.^1 



i=l 



f=n 






^^ ^A, n-hl, n' 



i=l 






Si a>J*) désigne la valeur de la racine w. pour la transformation X/ du 
sous-groupe y (* = 1» 2, . . ., wi), on a 

u)„_^iW = a)„^_,{») = ... = (u„.(0, (i = 1, 2, . . ., m), 

puisque «Oj^^io = (o^jC") = . . . = m^ (0 = 0. On peut par conséquent supposer qu'on 
a des relations de la forme 

(18) (XiX„^.y) = W„_,_i(»ÎX„^_/-+- J^ Cun^j^n-^\n^i 

(i = 4,2, ..,m; j = 1, 2, ..,rï/— îï). 

Cela étant, soit ^JiXi/'-l- e^^^f -\- ... H- e„^\rnf-^ ^„,4_iX«_+.i/' h- ... -h enXn/* 
une transformation infinitésimale arbitraire. Elle fait partie d'un certain sous- 
groupe Y- ^^ P®^^ alors trouver m (r — n) constantes a,jt telles que 
X,/4- 3t„„_^iX,H-iA + •••-*- «ï-rX/ (i = 1, 2, . . . , m) fasse partie de y- Alors 
chaque racine w de Téquation caractéristique relative à eiX,/"+ ... -h e^^nf est 
de la forme 

ti)^*^ étant la môme racine relative à X,/ -4- a.^n^.iXn^.j/' +...-*- afrXr/*, et a>(o) 
étant la même racine relative à ^m-f-iX^^i/* -+-... -h ^rXr/* — ^^i3ti,„^yX„4_/. Or 

en particulier pour les racines qui proviennent de 8(0), ç), a>^»^ s'obtient en faisant 
dans (17) 6»= 1, e, = . . . = ^i_i = e,_^i = . . . = ^,„ = e,n^x = ... = ^„ = 0, c'est-à- 
dire que 0)^*^ est la constante que nous avons appelée w^'^n-M tout-à-l'heure. Quant 
à w^°), on l'obtient en faisant ei = e, =... = e^ = 0. En définitive toute racine 
du polynôme 8(a>,e) est de la forme 

autrement dit, on a 

-8(0), e,, ^2, ..., <?^, ..., Bn) = 8(w — eia)„_^.,(*) — ... — em«»^„_^-/"^0,0,..., 0,^^+1, ...,^n). 

Finalement on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème VII ^*\ — Pour passer de Inéquation caractéristique du groupe dé- 



(l) Ce théorème a été énoncé par moi dans une Note, C. R., t. 116, p. 785. 
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rivé Gi d'un groupe G à Véquaiion caractéristique de G, il suffit de remplacer^ dans 
chaque fadeur irréductible du premier membre^ w jmr w plus une forme linéaire de 

Si /i désigne le rang du groupe dérivé Gi et X le nombre des formes linéaires 
indépendantes qui s'introduisent ainsi dans le déterminant caractéristique de G, 
le rang / du groupe G est visiblement égal à /i H- X. Or si on annule 
dans le déterminant caractéristique de G les quantités ^m-hi, ^mn-s, ..., ^n. on 
obtient à w""»" près le déterminant caractéristique de r, et on voit alors que le 
rang de r est précisément X. 

Théorème VIII. — Le rang l d'un groupe G est égal au rang X de son plus 
grand sous-grouj)e invariant intégrable T augmenté du rang l^ du plus grand groupe 
semi-siîuple g qui ^oit isomorphe à G. 

Ce théorème complète le théorème V. Si h désigne le rang du ?*' groupe dé- 
rivé Gi de G, on a 

9. Considérons un groupe G d'ordre r défini par les r transformations infi- 
nitésimales indépendantes Xi/*, Xs/*, ..M^r/", et supposons que X„,^_,/*, ..., Xrf 
définissent le plus grand sous-groupe invariant intégrable r de G. Supposons que 
Xi/*, X/, ..., Xhf^ Xm4-l^ ..., Xm-^kf{h <^ m, m -h k <^ r) définissent un sous-groupe 
invariant G' de G ; alors X,„_|.i/', . . . , Xm-^kf en définissent le plus grand 
sous-groupe invariant intégrable r'. Nous savons (§ 7) que la forme quadratique 
<l,(e) relative au groupe G est de la forme 

D'après un théorème du chapitre III, les équations 

(19) -i* = ... =:^± = -^ = ... = -^ = 

àei deh <?^,„_^, de^n^^ 

définissent un sous-groupe invariant G' de G, et les transformations communes à 
G et à G" forment un sous-groupe invariant intégrable de G. Il faut donc que les 

équations 

àf àf 

= ...— = e/u^_l = ••• = f?„ = 
âci de h 

entraînent ^, = gj ... = e^ = 0. On peut alors faire en sorte que Xh-^if^ ...îX^/* 
fassent partie de G'. On voit alors qu'ow j^eut trouver dans G r — r' transforma- 
tions infinitésimales indépendantes entre elles et ne faisant pas partie de G' telles 
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qu'en les combinant avec une transformation quelconque de G on obtienne des trans- 
formations du plus grand sous-groupe invariant intégrable V de G'; r' est supposé 
V ordre de G'^'î. 

La recherche des transformations infinitésimales qui laissent invariant un 
groupe donné G à r paramètres et à n variables est considérablement simplifiée 
par ce qui précède. Par exemple si on cherche toutes les transformations infinité- 
simales Hf qui laissent invariant le groupe des mouvements de Tespace (x, j/, z) : 
P> ?î ^> y — 2?ï 2/9 — Qcr, xq—yp^ il suffît de chercher celles pour lesquelles 
(Pi U), [q, U), (r, U), {yr — zq, U), [zp — xr, U), {xq — yp, U) se réduisent à des 
translations Xjt> + fi^ -h vr. On trouve ainsi 

Vf= 9(xp-^yq-hzr), 

p étant une constante qui peut être supposée égale à Tunité. 

En particulier supposons que G soit semi-simple. Alors toute transformation 
infinitésimale Vf qui laisse invariant G peut être supposée échangeable avec 
toutes les transformations de G, à moins qu'elle ne fasse partie elle-même de G. 
Supposons que G soit un groupe à q variables ari, arj, ..., a?,, et que le sous- 
groupe qui laisse invariant un point arbitraire soit à r — q paramètres et ne soit 
contenu dans aucun sous-groupe plus grand. Alors si le point arbitraire 
arj, arS, ..., xj, est laissé invariant par le sous-groupe Xq^if, ...f\rf de G, 
il admettra dans le groupe total X,/*, .. jXr/*, U/*, au moins r -+- 1 — q trans- 
formations infinitésimales indépendantes, par conséquent une transformation de la 
forme U/"h- liXif -\- ... -h K^rf- Par suite il admettra toutes les transforma- 
tions 

(X,^i, U-f-XjXi -h ••• -+-X,X^) = {X,^i, X.Xi -f- •• -t-XX), 

{i = 4, 2, ..., r— y). 

La transformation infinitésimale \i\if -+- ... -h X^Xr/" laisse donc invariant le 
sous-groupe Xq^if^ ..., Xr^ et par suite, d'après les hypothèses faites, fait par- 
tie de ce sous-groupe. Donc Vf laisse invariant le point (arj, ..., Xg) et par con- 
séquent tous les poîTits de l'espace, ce qui est impossible. Donc toute transfoi*ma- 
tion infinitésimale qui laisse invariant G fait partie de G^*^. 

Nous avons simplement supposé dans la démonstration que le sous-groupe 
qui laisse invariant un point arbitraire, n'est invariant dans aucun sous-groupe à 
un paramètre de plus. 

(1) Cf. KiLLiNG, Z. V. G., IV, p. 189. 

(2) La question qui Tient d'être traitée est posée par M. Lie pour un groupe simple à q varia- 
bles, en supposant que ce groupe ne contienne pas de sous-groupe h plus de r — q paramètres. 
Math. Ann., t. 25, p. 135. 

CARTAN 15 
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10. Enfin une dernière question, qui présente une grande importance dans les 
applications de la théorie des groupes à l'intégration des équations différentielles, 
est la décomposition d*un groupe donné G en une série normale de sous-gi'oupes ^^\ 
Il s'agit de trouver une série de sous-groupes de G : G', G', G*, ..., telle que si 
on considère la série G, G', G", ..., chaque groupe G^'^ de cette série soit un 
sous-groupe invariant du groupe G^'~^^ qui le précède immédiatement, et ne soit 
contenu dans aucun sous-groupe invariant plus grand de ce groupe G^*~*^. D'abord 
si G est intégrable, il suffit de prendre ses groupes dérivés successifs Gi, G2, Gj, ..., 
et d'intercaler entre deux groupes dérivés consécutifs Gf, G,_j_i (d'ordres r,- et rf_,_i) 
r,^t — Vi — 1 groupes obtenus en ajoutant à G,4-i successivement 7\_^i — r,- — 1, 
rf^i— r, — 2, ...,2,1 transformations infinitésimales de G» indépendantes de 
celles de G,-)-i. Cela se fait immédiatement si on connaît la manière dont les 
XiXiic) s'expriment au moyen des X/. 

Si le groupe G n'est pas intégrable, on peut toujours, sans résoudre au- 
cune équation, algébrique ou transcendante, trouver son plus grand sous-groupe 
invariant intégrable r, et cela au moyen du théorème VI de ce chapitre. A r est 
associé un groupe semi-simple g isomorphe à G. Je suppose qu'on sache dé- 
composer ce groupe g en sous-groupes invariants simples, ce qui, comme on sait, 
n'est possible que d'une seule façon. Soit gi, ^2, ..., gn^ une telle décomposition. 
Soient g' le sous-groupe invariant de g formé de S'21 S'a, ..-, S'a; / celui qui 
est formé de ^3, ...,5^^, et ainsi de suite. A ces sous-groupes invariants de g 
correspondent dans G des sous-groupes invariants G', G'', ..., G^^~^K Alors la 

série 

G, G', G% ...,G^'^-»), r, r',r',..., 

constitue une série normale de sous-groupes de G, en supposant que la série 
r, r', . . ., soit une série normale de sous-groupes de r. 

Nous sommes donc en définitive ramenés au cas où on a affaire à un groupe 
semi-simple. Soit G : Xi/*, X,/*, . . ., \rf un tel groupe, donné à l'avance. Nous 
pouvons toujours, en résolvant des équations linéaires, trouver toutes les trans- 
formations infinitésimales échangeables avec une transformation prise arbitraire- 
ment. Nous avons alors un sous-groupe y d'un certain ordre /, qui est précisé- 
ment le rang de G. Soient X/, . . . , X//*, / transformations infinitésimales 
indépendantes de 7. Formons l'équation caractéristique relative à y • 

(20) tù' -f- i^,(ei, ea, . . . , e/)ai'-« H h ^r-i{eu ^a, . . . , ^/X = 0. 

Il n'y a qu'un nombre limité de groupes semi-simples de rang l et d'ordre r. On 



(1) V. à ce sujet Lie, Transformationsgruppent III, p. 704 et aussi dans le même vol., p. 165, un 
théorème de M. £ngel. 
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peut pour chacun d'eux former Téquation caractéristique relative à un sous- 
groupe Y déterminé. Soit 

(21) w*" 4- <p2(a?i, Xa, . . . , X/)(i>'^* -4- . . . -4-cp^_/(ari, jts, . . . , X/)w' = 

une d'entre elles. Tout revient alors à voir si, au moyen d'une substitution li- 
néaire permettant de passer de e,, e,, ..., e/ à Xi, a?j, ..., xi, l'équation (20) 
peut se transformer dans l'équation (21), et dans le cas où c'est possible, à trouver 
cette substitution. On a alors la correspondance entre les transformations des sous- 
groupes Y des deux groupes et par suite, comme on connaît les racines de (20), la 
correspondance entre les diverses transformations des deux groupes. 

On est donc ramené à un problème de la théorie des substitutions linéaires. 

11. M. Killing ne prend pas pour point de départ de ses recherches sur les 
groupes non intégrables en général le plus grand sous-groupe invariant intégrable. 
Il commence par étudier les groupes qui sont leurs propres groupes dérivés, en 
supposant que pour un tel groupe le sous-groupe y soit formé de transformations 
échangeables entre elles. Il étudie d'abord le cas où l'ordre de ce sous-groupe y 
est égal au rang du groupe (*\ puis il passe au cas général. Il développe ainsi des 
calculs longs ^'), dont il est diflicile de dire s'ils sont rigoureux ou non, tant il est 
facile, comme il le reconnaît lui-môme, d'oublier de considérer un des nombreux 
cas particuliers qui peuvent se présenter. Nous reviendrons d'ailleurs, dans le 
Chapitre VIII, sur un certain nombre des résultats qu'il obtient. Quoi qu'il en soit, 
il énonce le théorème suivant, que tout groupe qui est son propre groupe dérivé est 
formé d'un sous-groupe simple ou semi-simple et d'un sous-groupe invariant de 
rang zéro. Tout ce qu'on peut dire de certain, c'est que la démonstration du fait 
que le groupe contient un sous-groupe simple ou semi-simple est manifestement 
insuffisante ; c'est une question que nous n'avons d'ailleurs pas effleurée dans 
ce Chapitre. 

Ce n'est que dans la dernière partie de son Mémoire que M. Killing s'occupe 
des groupes qui ne sont pas leurs propres groupes dérivés ^'\ Il y énonce le théo- 
rème que le groupe dérivé est toujours formé d'un sous-groupe simple ou semi- 
simple et d'un sous-groupe invariant de rang zéro : c'est, à part la question de 
l'existence d'un sous-groupe simple ou semi-simple, la première partie de notre 
théorème V (§ 6). 



(1) Killing, Z. t. G., IH, p. 66-87. 

(2) Killing, Z. v. G., IH, p. 87-108. 

(3) Killing, Z. v. G., IV, p. 181-189. 



CHAPITRE VII 



Groupes non intégrables de rang un 



1 . D'après le Chapitre précédent, tout groupe non intégrable de rang un con- 
tient un sous-groupe simple à trois paramètres et un sous-groupe invariant r de 
rang zéro. Si on met le groupe sous la forme réduite relative à une transforma- 
tion infinitésimale générale déterminée, toutes les racines sont des multiples de 
Tune d'entre elles, la racine principale wj ; de plus, si w» = p^i est une racine 
quelconque, la quantité 0^1 = pan = — 2p doit être un nombre entier, de sorte 
que p est la moitié d'un nombre entier; l'existence de cette racine entraîne celle 
des racines (p — i) ^i, ..., — p^oi. Si Y/", X/*, X'f désignent le sous-groupe 
simple à trois paramètres associé à la racine wj, on peut supposer 

(1) (YX) = 2X/", (YX') = - 2x7, (XX') = Yf. 

Gomme dans le Chapitre précédent, on voit que les transformations infinitési- 
males de r qui appartiennent aux diiTérentes racines se partagent en un certain 
nombre n de séries ; à chacune de ces séries est associé un nombre p (entier ou 
moitié d'un entier) tel que la série comprend une transformation infinitésimale et 
une seule appartenant à chacune des racines /?«»t, (p — 1) w,, ..., — pw,. Si par 
exemple on appelle Z^,.,/, Z;,._i,/, ..., Z^p^tf les transformations infinitésimales 
de la i* série, on a les relations 

(2) (X'Z,,,) = {pi-hk)Z,^uif. (XZ*,,) = {p,^k)Z,^a. 

(t = 1, 2, ...,n;k = pi, p,— 1, ..., — /?»), 
avec naturellement 

(3) (YZ«) = 2AZ„/'. 

Le crochet de deux transformations appartenant respectivement. Tune à la ra- 
cine twj et à la a' série, l'autre à la racine J(Di et à la P' série, appartiendra à la 
racine (t -}- j) wi et sera une combinaison linéaire des transformations des di- 
verses séries. Supposons que a, p, y désignant trois nombres fixes, on ait 

W (zaj,) = \jZi^Mf+-', 

les termes non écrits provenant des séries autres que la y*« Alors en combi- 
nant (4) avec X/*, on obtient 



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 117 

(3) (p. - t) V,.^ -4- (Pp -j)\j^i = (Pt — i -Jhh ( I ] I < p*) ' 

avec 

\j = pour I i -+-i I > />T- 

Naturellement les nombres PaetiVpp et j, p^ et i-hj, sont en môme 
temps entiers ou fractionnaires. 

Les formules (5) montrent d'abord que si p^ > p. -♦- pp, tous les X,y sont 
nuls; il suffit d'y faire successivement i +j = p. -HPp, i -H j ==p« -4- pp — i, et 
ainsi de suite . 

Nous n'avons donc à considérer que le cas où p^ < p» -+■ pp. Alors tous les 
Xij s'expriment en fonction des \^ pour lesquels ^i h- v = p^. On trouve facile- 
ment alors 

(6) Xy = 2 ^'i:-fin^jK.^^ (i^ + V = p,, p. > fx > i, pp > V > j), 



jt*v 



en désignant par C;,' le nombre des combinaisons de p lettres q ^ q. Les for- 
mules (6) ne font pas autre chose qu'exprimer les identités de Jacobi relatives à 
X^ Zia^ Zyp/*, pour t + ; > — p^, du moins en ce qui concerne la -f série. 
Si nous posons 

\^u = ((XiX^)X*) H-((X,X,)X,) -i- ((X,X,)X,) , 
nous avons donc exprimé 



(7) XZfaZyp = 0, pour i-hj > — p^. 

Si nous écrivons maintenant les identités de Jacobi relatives à X/, Z,j/, Z^p/" 
pour i +j = p^ -h i , nous obtenons 

(8) (Pa H- i) Vi,/ -<- (Pp -hj)hj-i = 0, 

ce qui donne des quantités proportionnelles aux \^ (fi + v = p^). Si Ton 
avait Pt <iPa — Pp (pa > Pp)y en donnant dans (7) à ^ successivement les valeurs 
— Pp, l — Pp, 2 — pp, ..., on en déduirait que tous les X^^, pour jx 4- v = p^, 
sont nuls, et par suite aussi tous les X^y. Donc pour que les X^^ ne soient pas tous 
nuls, il faut que p^ soit inférieur ou égal à la somme des nombres p, et pp, et 
supérieur ou égal à leur différence. 

S'il en est ainsi, les formules (8) donnent de proche en proche X^, _,,,, _p _^i, 
X^^_2,j, _y^4.j, -'■i^p^-pyp^ comme des multiples commensurables de ^Pg,,p~p,,. 
On voit facilement que X^^.^.^ est proportionnel au coefficient de xp*~^ dans 
la série hypergéométrique 

HPp-^Pr — p^-^^^ ^ —2p., x). 

Les X étant ainsi déterminés, à un facteur constant près, toutes les identités 
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(9) X%aZ,3 = 0, pour i-^j = Py-^i. 

sont vérifiées. 

2. Je dis alors que toutes les identités de Jacobi où entre une des transforma- 
tions infinitésimales Y/*, X/*, \'f, sont vérifiées d'elles-mêmes. Au lieu de faire 
la vérification directement, nous allons utiliser une identité remarquable. 

En désignant par Xi r symboles quelconques (i = 1, 2. ..., r) et en posant 
par définition 



*=::r 



(Xi\h) = ^ C/toX„ {i, k =z 1,2, . . . , r), 

où les Ciks sont des constantes arbitraires assujetties aux uniques conditions 

Ciks -H Cfcû = 0, 

considérons les expressions 



X,X,X, = {{XiXj)\,) + ((X,X.)X,) -H ((XAV^X;), 

{ijji = i, 2, ..., r). 
Si iyj, k, h désignent quatre quelconques des indices 1, 2, ..., r, considérons 
l'expression {XiXj)\kXh. On a 

(X,X,)XA = (((XiX,)X,)X,) + ((X A)(XiX,.)) + (((X,X,-)X,OX,) . 

On en déduit 

SÔÛyXjTp = 2(((X,X,)X0Xp) , 

X, |ji, V, p désignant une permutation paire quelconque des quatre indices i,j, k,h^ 
et les sommes s'étendant à toutes ces permutations. On en déduit immédiatement 
avec les mêmes conventions 



^(X^X^jXvXp — ^(XxXp^Xv, Xp), 
c'est à-dire 



(X.-X,)XfcX;, + (XiX,)X,Xy -F {XiX,)XjX, 4- (X,X,)X,X, 



(iO) 4- (X;,X,)X,X, H- (X,X,)X,X, = {XiXjX,, X,) 



(XiX/fcXft, X^) -f- {XiXhXj, Xft) -+• {XhXicXj^ Xi). 

En particulier si nous voulons que les constantes Cija déterminent une struc- 
ture de groupe, la formule (10) montre que dans certains cas il ne sera pas néces- 
saire d'écrire toutes les identités de Jacobi. Dans le cas qui nous occupe suppo- 
sons vérifiées les équations (1), (2), (3), (6), (8). Alors toutes les expressions 
XiXjXic qui contiennent Yf et toutes celles qui contiennent h la fois Xf et X'f 
sont nulles. Il en résulte qu'en remplaçant respectivement X„ Xy, Xk, X^ par 
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Xf,\'f,Zi,f,Zj,f, on a 



(11) 

= (X, X'ZiaZyp) (X', XZtaZyp), 

(i =Pa.Pa—i, .. , —Pz'ij =P?,P»—^, ..., — ;V- 

Si on fait dans celte formule i -hj successivement égal à p^, p^ — 1, ..., 
1 — p^, et cela de toutes les façons possibles, et si on tient compte des formules 
(7) et (9), on trouve, en remarquant que pour — p^ < A- < p^ — 1, (XZ^^^) ^'®st 
jamais identiquement nul, 



(12) X'ZteZyp = 0, pour i-^i = Pt+iyPt, ...,i—Pt, 

et manifestement la formule (12) est encore vraie pour i et j quelconques. 
Il ne reste plus qu'à démontrer la formule 



(13) XZi^Zyp = 0, pour i^j =z—p^^i. 

Or, en faisant dans (il) i-hj égal à — 7?^» ^^ trouve, en tenant compte des 
résultats précédents, 

(p. + i)XZi.,,J.j, + {p, +j)\Zaj-i,, = 0. 

Si on fait dans cette formule successivement i égal à -p», 1 — /?., ...,/)j— /}^, 
en donnant à j les valeurs correspondantes p^ —Pti P^—Pt — 1» •••. —P^i on 
trouve que la formule (13) est vérifiée de proche en proche pour toutes les valeurs 
possibles de i et de j. 

Donc toutes les identités de Jacobi où entre une des transformations Yf, X/*, X'f 
se trouvent vérifiées. 

3. Il reste encore à considérer les identités de Jacobi relatives h trois trans- 



formations Zf. Faisons abstraction, dans les expressions Z^aZ^pZ^^, où a, p, y 
sont trois indices déterminés, des termes qui ne se rapportent pas à la §• série ; au- 
trement dit ne considérons dans Zi^Zj^Zi^ que le terme en Zi^j_^k.if- Je dis 
que, là encore, il n'est pas nécessaire de donner à i, j, k toutes les valeurs pos- 
sibles. Remplaçons, en effet, dans (10) les quantités X„ Xy, X^, X^ par X/*, Z,,/*, 
Zyp/*, Zj^y/*, puis par X'/*, Z,./*, Zj^f, Zk^f, Nous obtiendrons les deux formules 



, (XZ/aZ^pZ^ty) = (XZia)ZypZA^-+- Zia(XZyp)ZA^-t-Z,aZ;p(XZ;fY), 
(14) 



(X'Z/aZypZA^) = (X'Zja)Zj-pZfrY-i- Z,a(X'Z;p)ZAY-i-Z,aZyp(X'Zity). 

Observons que si i -\-j -h k est inférieur à /?«, les expressions 7^^Lj{L)^ 
et (X, Z/aZypZjt^) s'annulent en môme temps. La première identité (14) montre alors 
que si Z^Z^pZ^^ = pour t -hj -h A- = ji?^, il en est de même pour 
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i+j + k=pi — i, Pi—^1 ..., — Pi- Supposons qu'il en soit ainsi : la deuxième 
identité (14) montre, en y faisant i -f-j -\-k = p^, que si deux des termes du 
second membre sont nuls, le troisième Test aussi. Cela étant, supposons qu'on ait 



Z« aZypZ^ = 0, pour p^-{-j-hk=i Pi ; 



je dis que toutes les expressions Z^^_,,aZ^,pZ;t.^ sont nulles pour 

il suffit en effet de remplacer dans la deuxième formule (14), t par /)., et de 
remarquer que (X'Z;,^,.) = S/^.Z;,^-!,»/*. Remplaçons ensuite i par p^ — 1, avec 
Pa — 2-i-j -h A = /?», on voit que toutes les expressions Z^^_j, aZy^Zj^f sont 
nulles, et ainsi de suite. 

Il suffit donc en résumé d'écrire 



Zy^,J.j{Z,cr = 0, pour p^ -4-j H- A: = p^, 

pour que toutes les autres identités de Jacobi soient vérifiées d'elles-mêmes. 

4. Avant d'appliquer les considérations qui précèdent h des exemples particu- 
liers, introduisons Thypothèse, non encore utilisée, que les transformations Zf 
forment un sous-groupe invariant de rang zéro. Nous avons vu (III, 3) que tout 
groupe de rang zéro contient au moins une transformation distinguée. Il en résulte 
que dans un groupe d'ordre r et de rang zéro on peut trouver r transformations 
infmitésimales indépendantes Un/*, Uiz/*, ..., Uim/, Uii/", ..., Uî,„/, .... U„m/i telles 
que toute transformation distinguée du groupe se déduit linéairement de 
Un/", ..., Uiw/, que toute transformation distinguée (mod. Ui,/*, ..., Uim/) se 
déduit linéairement de Un/*, .. ., U2„„A et ainsi de suite, de sorte que les crochets 
(Ua,Ua_f_p,;) ne dépendent que des transformations U^jt/*, où 7 < «• 

Ici, si on suppose que ce groupe de rang zéro soit le groupe r, il est clair 
que le sous-groupe : Y/*, X/*, X'f laisse invariant l'ensemble des transformations 
Un/*, ..., Uiw/; puis l'ensemble des transformations Ui,/", ..., Usto,/", et ainsi 
de suite. Autrement dit, on peut supposer que les n séries de transformations 
Zf que nous avons considérées sont choisies de façon que l'on ait les formules 
suivantes : 

(a, a4-p = i, 2, ..., n; p>0; i =/?.,p« — 1, ..., — /)« ; j =Pp,;Jp — 1, ..., —/??), 

tout-à-fait analogues à celles qui donnent la structure d'un groupe de rang zéro 
(III. 3). 
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5. Exeviple, — Supposons en particulier qu'aucun des nombres pi, ;J|, ...,jo„ 
ne soit entier, autrement dit que les racines w, et — wj soient simples. Alors 
le sous-groupe invariant r a ses transformations échangeables entre elles, car le 
crochet de deux transformations appartenant respectivement à deux racines de la 

forme (h + — )w, et Ik -+- -^ )wi nepeutpasapparteniràuneracinedelamôme 

forme. Si ce cas se présente, le sous-groupe y ^^ contient qu'une transformation 
infinitésimale, c'est-à-dire le coefficient ^^r-M n'est pas identiquement nul. Réci- 
proquement, si ^r-i{c) est différent de zéro, le groupe est de rang un, et par suite, 
si on le suppose non intégrable, est formé d'un sous-groupe simple à trois para- 
mètres et d'un sous-groupe invariant à transformations échangeables entre elles. 
Il en résulte en particulier : 

Théorème (*). — Tout groupe d'ordre égal ou supérieur à quatre contient certai- 
nement deux transformations infinitésimales échangeables entre elles. 

Si ^r-i{^) = 0, cela résulte en effet du tliéorème VI du Chapitre II ; si 
^r-i{^) ^0 et le groupe non intégrable, cela résulte de ce qui précède ; enfin si 
^r-i{c) ^^ et que le groupe soit intégrable, cela résulte de ce que le groupe dé- 
rivé, qui ne se réduit pas à la transformation identique, est de rang zéro. 

6. 2« Exemple, — Supposons,comme autre cas particulier,que tous les nombres 
p soient égaux et entiers. Alors les \^y pour [x -h v = jt>, sont donnés au moyen 
de la série hypergéométrique 

^^ ^ ' ^p ^ 2p{^p — 1)...(2/> — i-hl) 

de sorte que 

w=p(-i)- i^t'^^^:^'^•;•^^^T:! ' (-'=0,1,2.. .,,.). 

Il en résulte facilement 

Gela étant, supposons d'abord que ;) soit impair. Alors 

Si on calcule alors (formule 6) 

{1=0 



(1) Ce théorème a été énoncé sans démonstration par M. Killixg, Erweiterung des Raumbe- 
gri/fes, Braunsberg, 1884, puis démontré par M. Engel, Leipziger Berichte, 1886, p. 91, par des 
considérations a priori d'une toute autre nature que celles du texte. 

CARTAN 16 



422 



B. C ART AN 



on voit que \^ = 0. Par suite le sous-groupe y formé des transformations infini- 
tésimales Y/*, Zj,/", Zj,,/*, . . . , ZonA û *^* transformations toutes échangeables entre 
elles. C'est un cas particulier d'un théorème de M. Killing t*>. 
Plus particulièrement, supposons /? = i. Alors on a 

puis en appliquant la formule (6), 

i 1 

Nous pouvons donc poser : 

(16) J (Zi.*Z_,,,) = 2Sô.p,Zo,A (Z_,,aZ„) = --226.p,Zo/. 

(ZoaZ_i,p) = S^aPT^-LTA (2l,aZop) = lb^^^Z_i^^f 

les sommes étant étendues à toutes les valeurs de y inférieures au plus petit des 
deux nombres a et ^. 

Les constantes b^^^ satisfont maintenant aux identités de Jacobi qui contien- 
nent trois transformations Zf. Gomme nous l'avons vu dans le paragraphe précé- 
dent, il suffit de considérer les identités 



pour j4- A: = 0, c'est-à-dire dans les trois cas j = — k = i, j = k = 0, 
i = — A: = — i, ou évidemment dans les deux premiers cas seulement. Or 

Zi«Z|pZ_i^ = 2 ^j (^rap^pp© — ^PTp^paffjZic/ , 



p.« 



ZiaZopZoy — ^^ \^aPp^pT«J O^ap^ppajZiç/ . 



Nous avons donc 



^^ ^-rap^pPff — ^^ ^PtP^P*» — ^^ ^«PP^PT»» 



p 

et de plus évidemment 



^aPT — ^MT' 



Considérons le système de nombres complexes 

X = a?i«i -h XiUi -^ h a?nti„, 

à n unités t/i, U2, ..., u„, et définissons le produit de deux nombres par l'équa- 
tion 

(1) V. KiLLiNO, Z. V. G., II, p. 8 et 9. 
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art/ = 2 XiykUiU^ = ^ xykbuaU,, 
On voit que la multiplication ainsi définie satisfait ici aux identités 

UiUk = UkUu 

c'est-à-dire est commutative et associative. Nous sommes donc ramenés à étu- 
dier les systèmes de nombres complexes à multiplication associative et commuta- 
tive (en entendant naturellement l'expression système de nombres complexes dans 
son sens le plus général). 

Tout cela est vrai pourvu que r soit un sous-groupe invariant. S'il est de 
plus de rang zéro, nous avons en outre 



UiUi^j = ^ bi^i^j^gUg, 



»=i 



Par exemple, si n = 2, nous avons les deux types de systèmes 





Wj = t/iM, = MÎ = 


> 


















mJ = UiUt — 0, m| Ui 


• 




, nous avoi 


is les cinq types 








UÎ = t*î = «1 — MiWj Uiti3 UîM3 — 


9 














U\ = Uit*2 — WiWj _ m| — UÎ — 0, U2W3 = 


W| 


y 










m} — UiUj — U1M3 — ttj — 0, M2M3 = Wi, mI : 


= Uj 












u\ UiU^ M1M3 wî — W2W3 — 0, wi — 


w, 


1 












m} WiMj «iMs î/jUj 0, UÎ — wl — 


Ml 


1 



et ainsi de suite. 

6. Supposons maintenant que tous les entiers p soient égaux à 2. Alors 



F(3, 1, —4, ar)=l— -ar4-a?«4- 



124 E. CAHTAN 

En calculant les quanlilés 'kij, on trouve 



I (ZiaZop)— -|--(ZiaZj3) — — (ZoaZsp) — \. ÔappZgp/", 



P=« 



ô(Zï«Z_i,p) 2(ZiaZop) — 2(Z(teZip)— — --(Z_|,aZ2^) — y^ ^ajpZjp/", 



P=l 

P=n 



1 4 4 i ^1 

(1'^) > — ^(Z2aZ_ï,p)=— ■r(ZiaZ_i,p) = (ZoaZop) = — -(Z_i,aZip) = — -(Z_2,aZip)= ^ 6,3pZop^ 



P=l 
P=» 



:T(ZiaZ_2,p) = 2(ZoaZ_i,p)=2(Z_i,4Zop) = — -(Z_i,aZj3)= ^ ^appZ_ijp/, 



P=l 
p=n 



1 4 '- 

\ (ZoaZ_j,p) =-(Z_i,aZ_,,g) = (Z_j,aZop)= V ^^appZ_2,p/'. 

I ** :^ 

Les constantes 6^3^ satisfont évidemment aux relations 

qui montrent en particulier que toutes les transformations d'une môme série sont 
échangeables entre elles. 

Si nous écrivons maintenant les identités de Jacobi relatives d'une part à 
ZîaA ^«pA Z-î.-r/*, d'autre part à Z^af, Zj^/*, Z_,,^/*, nous trouvons 

f:=zn p=i:M 

P=i p=i 

p=l p=l 

d'où l'on déduit, quels que soient les indices «, p, y» ^. 

p=» 

(19) 2*^»At. = 0J 

p=l 
et il est bien évident que ces équations (19) entraînent la vérification de toutes les 
identités de Jacobi. 

On voit par là que le sous-groupe y défini par les transformations infinitési- 
males Y/*, Zoi/*, Zuif, Zo„f, est soumis aux seules conditions 

(YZoO=0, • ((ZoêZo;)Zo,)=0; 
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toutes les transfoiinations du groupe dérivé de y sont des transformations distinguées 
de Y, niais ce sous-groupe y ^^'cl pas nécessairement toutes ses transformations échan- 
geables entre elles, et ce^enddini le groupe total est son propre groupe dérivé et 
n'admet pas de transformation distinguée. Nous avons donc un exemple où le 
théorème de M. Killing dont nous avons déjà parlé n'est pas vérifié ^^\ 
Par exemple on peut prendre n = 3, avec 

(YZoï) = (YZ02) = (YZ03) = (Z01Z02) = (Z01Z03) = 0, (Z02Z03) = Zqi/. 

On a alors un groupe à 18 paramètres, dont la structure résulte immédiatement 
des formules écrites plus haut. Par exemple, si on prend cinq variables Xi, Xz, ^3, 

a?p a:,, on a : 

1 2 

X/'=Pi — a?2/?3, •Zi3/"=2(p2-f-xi;;3), Zi^f=p2y Z2,/'=— -/^, Z2if = p^, 



Y/" = — 2{xipi -h Xipt 4- 2x8/)3 -f- ^iPi -H îxgpj), 



_ 2 



(20) 



2 /4 2 \ 

W= ^1/^6 + ^2/^*1 20/ = — -arï/}^, Z^J= x}p^-^ Uar,jr, — -X3J/?p 

2 2 

Zoa/* = XiPi -+- 3 a:gp^, Z_i, 1/* = — 3 ^î;^^ Z_i, j/* = xî/^g H- (arjocj — 2X1X3)/?^, 

3 1 2 

Z_i.3/'= ^a?f/;2 - - arJjj3H-2a:iir5Pp Z_2, ,/*=— - x\p^, Z_2,if=xtp^—Ax^^Xip., 

Z_2, 3/" = ^x\pi — a?}/?3 -h ^îx^Pi, 

X'f= — a:}/}i — ^Xz-h^iXi)pt— Xi{^X3 — XiX2)p^ — ^XiX^-\-X2X^)p^ — 4x1X5^5. 



7. Dans le cas général où les nombres /7i, p^y ^-^^Pn sont tous égaux au 
même entier ;^ > 1, si on pose 



p=zn 



(Z^Zjjp) — ^ b^^pZj^f^ 



les constantes 6,jt5 satisfont aux relations 

^.p,4-(-1V^Vt=0, 

P=l 



(21) 



comme on le voit immédiatement en écrivant les identités de Jacobi 



Z;«Zj,pZ_|,,Y — Z|«Z|^i,pZi_^,^ — 0. 



(1) Y. plus haut, Ch. U, §9. Le théorème de Kilunc se trouve dans le mémoire cité, II, p. 8 
et 9, et UI, p. 66. 
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Il en résulte qu'on peut choisir les séries de telle façon que Ton ait 

(i, j, A = i, 2, . . , m; X, {X, V = wiH- i, wi-4-2, . . ., n) , 

m étant un certain entier inférieur ou égal à n. Autrement dit il n'y a pas d'autres com- 
binaisons non identiquement nulles de deux transformations de F que celles de deux 
transformations appartenant aux n - m dernières séries, et alors elles donnent 
naissance à des transformations appartenant aux m premières séries. De plus si p 
est pair, les transformations d'une même série sont échangeables entre elles. 

8. M. Killing a étudié dans la première partie de son mémoire {Math. Ann.f 
t. 34, p. 276-285) les groupes dont l'équation caractéristique admet une seule racine 
identiquement nulle, et qui de plus sont leurs propres groupes dérivés. Il trouve 
ainsi les résultats exposés plus haut (§ 5). Malheureusement il ne démontre pas 
d'une façon rigoureuse que toute transformation infinitésimale générale fait partie 
d'un sous-groupe simple à trois paramètres {Math, Ann., t. 31, p. 284 et t. 33, p. 37, 
note). 



CHAPITRE Vin 

Groupes n'admettant qu'un sous-groupe invariant intéorable 

Groupes linéaires et homogènes simples 



1. Considérons un groupe non iniégrable G n'admettant qu'un sous-groupe 
invariant intégrable r. Les transformations de r sont certainement toutes échan- 
geables entre elles, sinon le groupe dérivé Ti de r serait un autre sous-groupe 
invariant intégrable. Si on appelle / le rang du groupe, liiwi, ±a>2, .. , ±:a>i. les 
racines principales de Téquation caractéristique relative à un sous-groupe y déter- 
miné, toutes ces racines peuvent se déduire de / d'entre elles w,, w^, ..., w/. 
Toute racine secondaire co. est alors de la forme 

où rwi, Wj, . . . , îH/ sont des nombres commensurables tels que 

m^au -h nhciii -+- . . . -h m/a/, = a«. (t = i , 2, ...,/), 

et ici les quantités a^, désignent des nombres entiers. Si a>a est une racine, il en est 
de même de coa + aaio»!*; plus généralement, si cua-j-Aco^ est une racine, il en 
est de même de wa-^-(a„- — A)'Oi et de w^-^mto,-, où m est un entier compris 
entre h et a^i — h. 

Si le groupe G admet un seul sous-groupe invariant intégrable, il est bien clair 
que pour toutes les racines secondaires, ou plus exactement pour toutes les racines 
auxquelles appartiennent des transformations de r, les coefficients de (Oj par 
exemple diffèrent entre eux de nombres ^nfiVr*; autrement dit, si o)^ est une de ces 
racines, toutes les autres sont de la forme 

^d H- g\^i -H 9t^t H 1- gi^h 

où les g sont des nombres entiers. 

Si en particulier dans w, un des coefficients m,, rw,, . . , wi/ est fraction- 
naire, les transformations du sous-groupe y et celles qui appartiennent aux diffé- 
rentes racines principales rfcwi, ±eu,zt, . . . , diwL déterminent manifestement un 
sous-groupe semi-simple de G. Le groupe G est alors formé d'un sous-groupe 
semi-simple et d'un sous-groupe invariant à transformations toutes échangeables 
entre elles. De plus l'ordre de y est précisément égal à /, rang du groupe, car au- 
cune des racines ^^ -h g^jw, -t- . . -h g^i ne peut s'annuler. 
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Réciproquement, si l'équation caractéristique de G n'admet que / racines 
identiquement nulles, toute transformation arbitraire de G fait partie d'un sous- 
groupe semi-simple de rang Z qui, avec le sous-groupe invariant r, détermine 
complètement le groupe G. 

M. Killing énonce le théorème général que tout groupe non intégrable G peut 
être considéré comme foi^mé d'un sous-groupe semi-simple g et de son plus grand sous- 
groupe invariant intégrable T (*). Des considérations analogues à celles développées 
dans le Chapitre VI (§ 3), montrent qu'il suffirait de démontrer ce théorème pour les 
groupes qui n'admettent qu'un sous-groupe invariant intégrable. Mais c'est une ques- 
tion qui nous entraînerait trop loin. Tout ce qu'on peut dire, c'est qu'à chaque racine 
principale on peut associer un sous-groupe simple à trois paramètres, et au fond 
M. Killing ne semble pas chercher à démontrer autre chose. 

Ce théorème peut néanmoins se vérifier facilement si le groupe r est un sous- 
groupe de Y» c'est-à-dire si w, = 0, g^ = g^ =z '= gi = 0. Soit alors \]f une 
transformation infinitésimale quelconque de r. C'est visiblement une transforma- 
tion distinguée du groupe. Soient oj, et toj deux racines principales auxquelles nous 
supposerons associés les deux sous-groupes Y,/, X/, X,/, et Y/, X/, Xy/. 
Supposons que Wf-f-wy soit une troisième racine principale to^; on peut poser 

X,f= a(X,Xy), X,/ = a'(X,/Xy.). («a' 7^ 0). 

On a alors 

(X.Xr) = a((X,X,OX,0 = a(Xf, 6X,')-«(X; cX,--), 
{Xk^k') = ab{\iXi') — ac{XjXj') = aAY,/— acY/. 

Cela montre bien que les différents crochets (X,X,.) se déduisent linéairement 
de / d'entre eux. Par suite le groupe contient un sous-groupe semi-simple g et 
une transformation distinguée Vf qui est visiblement la seule transformation infi- 
nitésimale de r, puisqu'elle détermine un sous-groupe invariant intégrable 
de G. 

2. A une racine o). peut-il appartenir plusieurs transformations infinitésimales 
indépendantes de r ? M. Killing répond par la négative, du moins si la racine cu^^ 
n'est pas identiquement nulle, toujours dans le cas où le groupe n'admet qu'un 
sous-groupe invariant intégrable (*). Néanmoins le fait énoncé peut très bien se 
présenter. Si par exemple / = 2, et que les racines principales iwi, ±0),, 
dt{^o^ — Wi) correspondent au type A), on peut avoir comme racines secon- 
daires 



(1) V. Killing, Z. v. G., III, p. 98-108. 

(2) V. Killing, Z. v. G., 111, p. 78 et 79. 
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5154 15 14 45 

j<^i— g-^i. 3**^*"" 3"**^' "~ 3"^* "^ F *^*' """3 ****"" 3" ^'' "" 3" '^'^ "*" 3" ^*' 

4 1.2 22 4 4 22 1 

— -g ^t "" "3 ***»' "3 *^* "*" "3 ^*' "3 ^*"""3 ****' ""3"^*"^ "3^*' "3 '*^* ~ F **^'' 

12 11 

— -g '«>l + "ô ***ï^ — -g <«>1 — -g «^2, 

les neuf premières racines étant simples et les trois dernières étant doubles. On a 
alors un groupe à 23 paramètres n'admettant qu'un sous-groupe invariant inté- 
grable. Nous donnerons tout à Theure sa structure. 

3. Ëtant donné un groupe non intégrable 6 n'admettant qu'un sous-groupe 
invariant intégrable r, quels sont tous les sous-groupes invariants de G ? Soit g 
le plus grand groupe semi-simple isomorphe h G ; g se décompose en un certain 
nombre de sous-groupes simples g'i, <7j, ..., gk. Tout sous-groupe invariant de gf, 
soit g\ s'obtient en prenant toutes les transformations qui appartiennent à un 
nombre déterminé des sous-groupes gi, gt, ..., gn- H correspond dans 6 à un 
tel sous-groupe invariant g* un sous-groupe invariant G' qui contient r, et on 
obtient d'ailleurs de cette façon tous les sous-groupes invariants de G qui con- 
tiennent r. Peut-il y en avoir d'autres ? S'il y en avait un autre, il serait néces- 
sairement semi-simple, et par conséquent, d'après le théorème III du Chapitre IV 
(§ 2), 6 se décomposerait. En particulier le sous-groupe invariant semi-simple 
aurait toutes ses transformations échangeables avec celles de r. 

Cela étant, supposons que w,, w,, ..., a),^ soient U racines principales de 
l'équation caractéristique relative à </» de rang /i ; de môme w/^.,.!,..., w/^ pour gt 
supposé de rang k — /i, et ainsi de suite. Si G admet un sous-groupe invariant 
semi-simple, par exemple gu et si w. désigne une racine quelconque à laquelle 
appartiennent des transformations de r, on a 

«al = a,j = •• = a^/j = 0, 

et par suite w» ne dépend que de w/^-i-i, ...,««>/. 

Réciproquement, supposons que pour chacune des racines w^ : 

l'une des séries de coefficients (mj, wii, ..., wi/J, (w/j^_i, m/j^_2, ..., W/J, soit 
formée de termes tous nuls. Supposons, pour fixer les idées, que pour une racine 
particulière w, la première série, et celle-là seulement, soit formée de termes 
tous nuls. Alors considérons l'ensemble des racines pour lesquelles 

THi = Wlî = . . . = W/j = 0, 

et l'ensemble des transformations infinitésimales de r qui leur appartiennent ; on 

CARTAN t7 
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doit pouvoir, par des combinaisons successives avec des transformations infinité- 
simales de </i, ^ï, ^3, ..., gr^, passer de Tune quelconque de ces transformations 
à une autre quelconque. Or si on part d'une transformation appartenant à la racine 
primitive lo^, transformation échangeable avec toutes les transformations de gi 
(sinon il existerait une racine pour laquelle aucune des séries de coefficients ne se- 
rait formée de termes tous nuls), on n'arrive jamais qu'à des transformations échan- 
geables avec toutes les transformations de gi. Par suite, pour toutes les racines, 
irii = T/ij = ... = 77i/j = 0, et le groupe admet gi comme sous-groupe inva- 
riant. 

Donc pour que le groupe ne se décompose pas, il faut et il suffit que Vune des 
racines auxquelles appartiennent des transformations de T dépende à la fois de Vune 
des racines coi, u)), ..., w/^, de Vune des racines aj/^_|_i, ..., w/^, etc. 

On suppose essentiellement que G n'admcît qu'un sous-groupe invariant inté- 
grable. 

Par exemple, prenons A — 2, /i = 1, / = 2, avec les racines secondaires 

~\~ U>| -J- (Oj 

Nous avons un groupe à dix paramètres : Yi/*, X/, XJ/", Ya/*, X^^ 

z 

Xj/*, Zi/*, Z,/*, Zs/*, Z/, dont la structure est donnée par les formules suivantes : 

(X,X;) = Y/, (Y.XO = 2X,/-, (Y,X/) = - 2X.y, 

(XtX.O = Y,/-, (Y,X,) = 2X,/*, (YaXi) = - 2Xi/-, 

(Y,ZO = Z,/", ( Y.Z,) = Z,f, ( Y.Za) = - Z,/*, (Y.ZJ = - Z/, 

( Y,Z.) = Z,f, (Y,Z,) = - Z/, (Y,Z3) = Z3/', (Y,Z,) = - Z/, 

(X,Z3) = Zi/-, (X,ZJ = Z4, (X/Z.) = Z4, (X/Za) = Z/, 

(x,zo = z,/; (x,z,) = Za/-, (xiZi) = z,/; (x^^) = z/, 

les crochets non écrits étant nuls. Zi/", ZJ^ Zg/", Z/ sont les transformations 
infinitésimales du sous-groupe invariant r ; elles appartiennent respectivement 

COj -h (Oj Wj (Dg (Oj -f- (^^S Wi (1)3 

aux racines — - — 1 — - — > , :. 

2 2 2 2 

Ce groupe est son propre groupe dérivé, comme d'ailleurs tous les groupes 
non intégrables qui ne se décomposent pas et qui admettent un seul sous-groupe 
invariant intégrable. 

M. Killing énonce à deux reprises différentes [Math, Ann,, t, 34^ p. 59 et 83) 
que si un groupe est son propre groupe dérivé et ne se décompose pas, le plus 
grand groupe semi-simple qui lui est isomorphe est nécessairement simple. 
L'exemple précédent suffit pour prouver qu'il n'en est rien. 

4. L'étude des groupes G tels que le plus grand groupe semi-simple qui leur 
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soit isomorphe soit un groupe de structure donnée g, et pour lesquels le plus grand 
sous-groupe invariant intégrable r a ses transformations échangeables entre elles, 
se rattache de la manière la plus étroite à Tétude des groupes linéaires et homo- 
gènes de la structure de g. Considérons en effet un tel groupe G ; soient Y,/*, 
Y,/", ..., Y„f 71 transformations infinitésimales indépendantes de r et X,/*, 
Xif^ ..., \rf r transformations infinitésimales indépendantes entre elles et indé- 
pendantes des premières ; n est Tordre de r et r -h n celui de G. On a alors 
des relations de la forme 

; 



(XiX*) = ^ c/jt,x/H- ^ biii^y/y 



#=! p=l 

(1) / .=" 

(XiYJ = 2 «•>' V. (Y^Y.) = 0, 

(i, k = 1, 2, ..., r ; ^i, v = i, 2, ..., rt). 

Les Ciicg déterminent la structure semi-simple g. Appelons 

e,X,/"-h ... -h erXrf-¥- gtYif -h ... -h gn^nf 

la transformation infinitésimale la plus générale de G. Considérons le groupe ad- 
joint de G ; il laisse invariante la multiplicité plane 

^j = /?, = ••. = er = 0, 

et il transforme les points de cette multiplicité suivant un groupe isomorphe à G. 
Ce groupe est évidemment semi-simple puisque les transformations Yif, ..., Y„/* 
laissent invariante chacune des transformations de r. Ce groupe semi-simple est 
évidemment donné par 

1»2| •••1 n 

(2) E,/ = — 21 ai^.9^-X, (i = I, 2, . . ., r) , 

iJltV 

et il est isomorphe holoédrique à g, si g n'admet aucun sous-groupe invariant à 
transformations échangeables avec celles de r, c'est-à-dire, d'après le paragraphe 
précédent, si G ne se décompose pas. 

Réciproquement considérons un groupe linéaire et homogène semi-simple. 

Et/*, Et/", ..., Erf : 

1,2» •••m 

(2) E/ = — 2 "'•^'S'" 3T' (» = 1, 2, ...,r), 
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et soit 

(3) (E,Efc) = 2 CitoË/, (i, /: = 1, 2, . . . , r), 
relations qui reviennent aux suivantes : 

(4) ^ («vpafcpv — aAjjLpttipv) -+■ ^ Cf^a^v = , 

p=l »=1 

(i, ^=1,2, . ., r; 11, V = 1,2, ,.., w). 
Considérons a priori les équations 

(5) (XiX») = 2) CtoX/, (X,Y,) = 2 «.w V. (Y^Y,) = 0, 

«=1 p^l 

(i, /: = 1, 2, ..., r; |i, V = 1, 2, ..., n); 
je dis qu'elles permettent de définir un groupe. D'abord les identités de Jacobi où 
entrent trois des quantités \f sont vérifiées, de même celles où entrent deux des 
quantités Y/. 11 reste donc à vérifier les identités 

((X,X,)Y^) + ((X,Y^)X,) -h ((Y^X,)X,) = ; 

en faisant le calcul on retombe sur les relations (4). Donc au groupe linéaire et 
homogène considéré correspond bien un groupe à r + 7i paramètres dont le 
plus grand sous-groupe invariant mtégrable r a ses transformations échangeables 
entre elles, et qui indique comment le groupe adjoint échange entre elles les trans- 
formations de r^*). 

Cette dernière remarque montre que si on effectue sur les variables 
Ou g%i .-.1 Qn une substitution linéaire, cela revient à remplacer les transfonua- 
tions infinitésimales Y,/, Yîf, ..., Ynf par n autres transformations infinitési- 
males indépendantes, et réciproquement, de sorte qu'à deux groupes linéaires et 
homogènes semi-simples semblables entre eux au moyen d'une transformation 
linéaire et homogène correspondent deux groupes G isomorphes holoédriques, et 
réciproquement. 

5. Mettons en particulier le groupe G sous la forme réduite relative à un 
sous-groupe y déterminé; alors le groupe semi-simple Ei/*, E^/*. ..., Erf sera 
mis aussi sous forme réduite. Si alors Eif est une des transformations de f asso- 

(i) Un groupe de cette structure s'obtient en prenant 

l)lj •••1 n 

Xi/' = — s aqfcviT^pv, ^kf = Pk, (i = 1, 2, ..., r; jt = 1, 2, ..., h). 

Cf. ch. I, § 10. 
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ciée à une racine principale, les coefficients aj^v seront nuls pour fx :;£ v, et 
seront des nombres entiers pour hl = v ; par suite les équations finies du groupe 
engendré par Eifj équations obtenues par l'intégration du système d'équations 
différentielles 

■ = ; = ••• = ; = at, 

contiendront rationnellement le paramètre arbitraire /. De même si Etf appartient 
à une racine de l'équation caractéristique relative k y, soit la racine wi ; car alors 
les racines auxquelles appartiennent les transformations de r se rangent en un 
certain nombre de séries dont chacune constitue une progression arithmétique 
de raison a>i : 

ni w« — wj, ni w,, -+- a>i n'étant racine. Si alors a:^, x^, ..., sont les variables 

(/ relatives à la racine w^,, ..,, E/ ne contient pas j^» contient -r^» -p-^i •••, 

avec des coefficients qui ne dépendent que de x», js-i, ..., et ainsi de suite. L'in- 
tégration du système 

donne alors ^J, g%^ ..., g'n en fonction rationnelle, et môme entière, de t. Fina- 
lement, comme les équations finies du groupe peuvent s'obtenir en cherchant suc- 
cessivement les équations finies des groupes à un paramètre engendrés par les 
transformations infinitésimales E|/*, Ea/", ..., Er/", on voit qu'on peut toujours 
choisir les r paramètres de façon qu'ils entrent rationnellement dans les équations 
finies du groupe. 

Théorème. — Etant donné un groupe linéaire et homogène semi-simple d'ordre 
r à n variables Xi, Xî, . . ., ar„ : 

k=n 

a/i = 2 A,-;t(ai, aj, ..., ar),Xk, {i = 1, 2, ..., n), 

k=izl 

on peut toujours choisir les paramétres a,, a^, . . . , art de façon que les coefficients A 
des équations finies du groupe soient des fonctions rationnelles de ces paramétres. 

Ce théorème se rattache d'ailleurs à des recherches très remarquables de 
M. Maurer sur les groupes dont les équations finies renferment algébriquement les 
paramètres dont ils dépendent ^*\ 

6. Si un groupe linéaire et homogène semi-simple (2) ne laisse invariante au- 
(1) MUnch. Ber,y 1888, p. 103-150. V. à ce sujet Lie, Transformationsgrupperiy III, p. 800 sqq. 
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cune multiplicité plane, le groupe non inlégrable (5) qui lui correspond n'admet 
qu'un sous-groupe invariant intégrable, et réciproquement. L'étude des groupes 
linéaires et homogènes semi-simples d'ordre r h n variables, qui ne laissent inva- 
riante aucune multiplicité plane, et l'étude des groupes non intégrables d'ordre 
r -f- « qui admettent un seul sous-groupe invariant intégrable d'ordre n et qui ne 
se décomposent pas (§ 4), se ramènent donc l'une à l'autre. C'est ainsi que le groupe 
à 23 paramétres dont il est question au paragraphe 2 est complètement défini par 
le groupe suivant, isomorphe au groupe projectif du plan, et qui ne laisse inva- 
riante aucune multiplicité plane : 

^iif—^oof=--^\Pi'-^i]h—JOzP'i-+-'^iP,'i-x-jJ^'^3x^p^-^±r^^ 

X2î/"~Xoo/'=--x,;Ji-h.rj;92--3x3;?3+3x J;^--2Jr5;;5-^2a?e;J5--2J!r, /^^-'-'^'aPs ' 2/272— -t^'î+J/a'/a+Sa'':»' 

X,o/' = (3i/i -h 2Zi)pi — 2x^pt -h Xj;?3 + (2î/î -H -2)^ — ^^P% — 2î/:,(/i — z^i\ — x//, - x^^s- 

Xoi/" = — 2^8 j)^ -h Xzp^ — (3j/3 -H 3:i)7^6 — ^27^8 — (2î/2 -H Zi)p^ -+- Xi^, 4- x^qi — (2ï/i -*- Zi)q^ — s,;-,, 

Xîo/" = X2P1 -h (2j/2 -t- 322)7^8 — ^9^ti -+■ (î/l -+- ^^i)lh — ^ePi — ^8''l — î/372 - 253''2 — X^V^, 

X02/' - .r,;;, — (2/3 -t- 33,) /?v — âXj;?^ — (î/i + 2zi)p8 — ^ûh + -^t^'i "+" ^a'*2 — ?/273 — (?/2 + 233)^3, 
X,,/*=— 2x,p,4-(yi— 23,);^2-ha'j>^-j:'37J,-+-(y3— 33)7>8— 2y,ry,+(y2-S2)ri-a?^ 

XîiA^— 2x,jj3+(22— 2î/2)7'5-Har j;,— ir,;9,+(s3— ?/3)7>9-^^29i— •ï'2^*i-^(si — ?/i)7î - ^^O'i-^^iQ^—'^n''^- 

Les variables Xi, ^2, ^3, or^, Xg, Xg, x,, j^, x^ se rapportent respectivement aux 

5154 15 1445 

racmes — ojt— — wj, ^o,,— — wj. — — a>t-f-— wj, -— ^-^i — — wj,— jW|-h — toj, 

412224 42 

— ^««1 — j^^2, "3"^»"^ T^^^ 3"^*""3"^*' ""3""*"^ 3"*^*' les variables 

2 1 

î/i, 2i, à la racine double -—wi — - w, ; les variables i/s, z,, à la racine 

— - oii -f- -T- wj ; enfin les variables î/3, S:,, à la racine — - (a^ — -5- wj . 

M. Study a fait des recherches remarquables sur les groupes linéaires et ho- 
mogènes de la structure de certains groupes simples, notamment des groupes pro- 
jectifs de la droite, du plan et de l'espace ^^K On voit quel lien étroit rattache ces 
recherches aux théories qui nous occupent. Il serait très facile en particulier de re- 
trouver, au moyen du Chapitre précédent, tous les résultats de M. Study relatifs aux 
groupes linéaires et homogènes simples a trois paramètres. 

7. Comme application nous allons chercher le plus petit nombre de variables 
possible qui peuvent être échangées entre elles par un groupe linéaire et homogène 

(1) V. Lie, Transformationsgruppen, 111, p. 783-788. 
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simple de structure donnée, et ensuite déterminer ce groupe, qui ne laissera mani- 
festement invariante aucune multiplicité plane. Cette question a une extrême im- 
portance dans la théorie de l'intégration des équations aux dérivées partielles qui 
admettent un groupe fini et continu, car sa solution donne tous les types de sys- 
tèmes d'équations différentielles linéaires les plus simples possible, auxquels se 
ramène l'intégration du système proposé. 

Considérons un groupe simple g de rang / mis sous forme réduite ; soient 
0)1, a>2, . . ., w/, a>/_,_i, ...,ajL les racines de son équation caractéristique, les / 
premières étant indépendantes. Supposons que g fasse partie d'un groupe G, 
formé de g et d'un seul sous-groupe invariant intégrable r. Soient wl^_i, ..., w„ 
les racines de l'équation caractéristique de G auxquelles appartiennent des trans- 
formations de r. Je dis que parmi ces racines il y en a au moins une to^, (elle que 
tous les entiers a^ii fla2. -m ^«l» fi(i dépassent pas i en valeur absolue^ à moins 
qu'elle ne soit une racine principale et qu'alors les deux entiers a^^ et a»,' (w»' = — Wa) 
atteignent seuls la valeur absolue 2. Je suppose bien entendu que G ne se décom- 
pose pas. 

En effet, soit w^ une quelconque des racines wl.,.!, ..., o>n. Soit h la plus 
grande valeur absolue des entiers a,i, a^^, ..., «^l. Supposons par exemple 
a^^i =: h. Si h est égal à 1, il n'y a plus rien à démontrer. Supposons donc /è>2. 
Alors l'équation caractéristique admet toutes les racines w», 'ù^ -h w/, ..., w^h- Awj. 
Considérons la racine w^ = w. -h w, et formons les entiers a^,, aj,2, .-., flpN- Je 
dis qu'il est impossible que l'un de ces nombres dépasse h en valeur absolue et 
qu'on ne peut avoir, par exemple, a^j =z ±h que si on a déjà a^j = ± h. 

Supposons que l'on ait en effet ^ 

(6) I rtpy I = I a^j 4- «y \> h; 

on peut supposer que a^; est positif, en changeant au besoin wy en — uij. Si 
nous considérons d'autre part la racine ink = wy + uji w„ nous avons 

(7) I a^jfc I = I a^j-^ttija^i \ = | a^j-hliau \ < h. 
Si ttij était positif, les inégalités (6) et (7) s'écriraient 

«ay 4- (lij > A > a^j -f- /<a,y, 

ce qui est manifestement impossible. Si aij était négatif, comme a^j est au plus 

égal à h, l'inégalité (7) s'écrirait 

a^j -h haij > — /i, 

ce qui entraînerait a,y = — 1 ou — 2; si a^^ est égal à —1, l'inégalité (6) 

est impossible ; si a,; = — 2, il faut que a^j soit égal à /i, et l'inégalité (6) est 

encore impossible. Il reste donc la seule hypothèse aij = 0, et alors a^j est égal 
à A, ainsi que a^j. 
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Cela étant, le nombre des entiers a^i, . ., a^L qui atteignent h en valeur 
absolue est certainement moindre que celui des entiers a^u «»«, •.-> «xl, puisqu'on 
a a^i = a^i-\- a« = h — 2, tandis que n^i = h. On pourra donc, en allant de 
proche en proche, trouver une racine pour laquelle tous les entiers a,i, a^g, ..., a^L 
ne dépasseront pas 1 en valeur absolue. Mais il pourrait se faire que pour cette 
racine tous ces entiers fussent nuls, et alors cette racine serait nulle ; la racine 
précédente m^, serait nécessairement une racine principale et les deux entiers 
rt„ et a»' seuls atteindraient 2 en valeur absolue. 

Ce dernier cas se présentera certainement si toutes les racines «^t.^,. ..., cor 
s'expriment en fonctions linéaires à coefficients entiers des / racines principales 
indépendantes wj, wj, ..., co^. Car en employant des notations dont nous nous 
sommes déjà servis, en môme temps que la racine 

Wji = miWi -+- mjtoj -h ... -4- wi/W/, 

existent les racines w^X = ajjjSiSj ... S/, to^S-, co.P ... Or on a 

où les m' se déduisent des m par une certaine substitution linéaire qui, effec- 
tuée [i fois de suite, se réduit à la substitution identique. Les racines de l'équation 
caractéristique de cette substitution sont des racines fi'* de l'unité et aucune n'est 
égale kl. Si on appelle Si, s^, ..., si ces racines, la substitution peut se mettre 
sous la forme 

= 1,2, ...,/), 
OÙ les a sont certaines constantes convenables. Il en résulte que 

mais Si, étant différent de 1, satisfait à l'équation 

,1^-1 4- ,1^-2 _, h « 4- 1 = 0. 

11 en résulte que l'on a 

iHi-\-m\ -h •••4-wi,(î"-*) = Wa+wïjH hmj^''"*)= ••• =7w^-hwt;H f-m/J*-*^ =0. 

Par suite si on passe de la racine co. aux racines to^^Si, ««^aSiSj, ..., aucun des 
coefficients de wi, wj, ..., a>/ ne conserve constamment son signe. Or, le coeffi- 
cient de «*>i ne change que si on effectue la substitution Si ; il y a donc deux ra- 
cines 7Hi(')j -4- mjwj H- . . . + m^u)/ et — mia>i + wijWj -j- . . . + m/u)/ pour lesquelles 
les coefficients entiers nii et — mi sont de signes contraires ; l'existence de 
ces deux racines entraîne celle de la racine wg^a 4- . . -t- wi/W;, qui est un des 
termes de la progression arithmétique de raison wj et dont les termes extrêmes 
sont les deux racines considérées. En répétant sur cette dernière racine le même 
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raisonnement, on arrive à une racine qui ne dépend plus que de ^3, ..., o>/, et 
ainsi de suite jusqu'à une racine wi/W;, c'est-à-dire jusqu'à une racine principale. 
Donc si tous les coefficients ??ii, 7Hj, ..., m/ des racines ^l-hi, ..., w^ sont en- 
tiers, une au moins de ces racines est principale ^^K 

Remarquons que la suite des entiers a,t, ««a, ..., «aL ne fait que se repro- 
duire dans un autre ordre lorsqu'on passe de w^ à une des racines 

Supposons, par exemple, que WaSi = Wp, œ^Si = wy. On a 

A chaque entier 0^, correspond un entier a^j qui lui est égal, et réciproquement ; 
les indices correspondants i et j se déduisent l'un de l'autre par les relations 

Cela étant, imaginons que co» soit une des racines pour lesquelles tous les en- 
tiers ttai, ..., a^L ne dépassent pas 1 en valeur absolue, sauf peut-être a,, si co^ 
est ime racine principale et ne conservons que les racines qui se déduisent de w. 
au moyen des substitutions Si, Sj, ..., S/. Si à ces racines correspond un groupe, 
ce groupe sera nécessairement d'ordre inférieur au groupe G, du moins si les de- 
grés de multiplicité de ces racines dans le second groupe sont au plus égaux à ceux 
de ces mêmes racines dans le premier groupe G. Nous allons donc d'abord cher- 
cher à déterminer les racines w. = miw, -t- ... -f- m^w/ pour lesquelles 
*■ 

ne dépassent pas i en valeur absolue, puis les racines principales co. pour lesquelles 
les entiers a^, ..., an. ne dépassent pas i en valeur absolue, sauf an et a,,», et 
enfin voir celles de ces racines qui entraînent l'existence du plus petit nombre pos- 
sible de racines. 

Si a>i, b»s^ ..., w/ désigne un système fondamental de racines du groupe 
simple, et si le déterminant des entiers Oy correspondants est égal à -t- i ou 
à — 1, il faudra nécessairement partir d'une racine principale, car les coeffi- 
cients wii, ?Mi, ..., mi sont alors toujours entiers, et en partant d'une racine w^ 
pour laquelle les valeurs absolues de a^i, ..., a^L ne dépassent pas 1, on n'ar- 
riverait jamais à une racine principale, ce qui est contradictoire avec ce que nous 
avons vu plus haut. 

8. Nous allons, sans entrer dans le détail des calculs, indiquer les résultats 
auxquels on arrive pour chacun des groupes simples. 



(1) Cf. KiLLiNO, Z. V. G., m, p. 108-111. 

CARTAN l'î 



138 E. CARTAN 

i» Type A). / > i, r — Z(/4-2). Les racines principales sont 

Si on ne part pas d'une racine principale, on arrive à deux systèmes distincts de 
racines : 

(B) — m—' — TTî "*' ••' — m "'• 

et 

(9) j-^^ , ^^pj +.-., , -^-pj +.,. 

dont chacun contient / + i racines. En partant d'une racine principale on les 
retrouve toutes. 

2° Type 'i), / > 3, r = /(2/-|-l). Les racines fondamentales sont w„ 
0)2, ..., u)/ avec tt/jt = — 1, aif = «1/ = ... = «/_!,/ = — 2. Si on ne part pas 
d'une racine principale, on obtient certainement une racine w^ pour laquelle 
a^i = 0,2 = ... = a»; = — i et qui donne naissance à 2' racines. En partant d'une 
racine principale, qu'on peut toujours supposer fondamentale, et qui par suite ne 
peut être que w/, on obtient le système 

(10) ±u.,, H=(o,;-a),), 

qui contient 2Z-I-1 racines, et ce dernier nombre est toujours inférieur au pre- 
mier 2', si / > 3. 

3° Type C). / > 2, r = /(2Z -h 1). Les racines fondamentales sont wj, wj, 
. . , w/ avec a,7( = — 1 sauf aa= an — an= - = aij_i = — 2. Si on ne part 
pas d'une racine principale, on obtient le système 

1 1 

qui contient 2/ racines. Si on part d'une racine principale qui peut être supposée 
fondamentale, par exemple wj, on trouve 2/* — 2Z-H1 racines, c'est-à-dire un 
nombre supérieur à 2/. 

4'' 7'ype D). / > 4, r = l{±l — i). Les racines fondamentales sont a>i, wj, . , 
(1)/, avec ùij = — 1, sauf a« = — 2, a/_i,/ = a/,/_, = 0. Si on part d'une 
racine fondamentale, on les obtient toutes. Si l'on ne part pas d'une racine prin- 
cipale, on trouve le système 

1 1 /l . i \ 

qui contient 2Z racines et auquel il faut ajouter, pour / = 4, les deux systèmes : 
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(13) ± (-a..+-«„--a„-u.,j, ±(-ai.+io.._ia,,^, ± Q.a.-ia.,_io,3), 
, / 1 i 1 \ 

et 

qui ont également 2/ = 8 racines. 

5* Type E). / = 6, r = 78. Les racines fondamentales sont wj, co,, . . . , Wg, 
avec ay = — 1, sauf au =- — 2, a^g = a^g = a^^ = a^g = 0. On trouve deux 
systèmes obtenus en partant, Tun de a^x = a^a = ••• = ««8 = — 1, Tautre de 
a»! = a.! = •• = ttoie = + i- Ils ont chacun 27 racines. 

6*» Tî/j^e E). Z = 7, r = 133. Les racines fondamentales sont wj, co,, . . , 
w,, avec Oiy = — i, sauf Ou = — 2, 0,7=057= a^g = a,g = 0. On trouve 
un seul système obtenu en partant de a«i = a^j = ••• = a»? = — i. 11 a 
56 racines. 

7» Type E). / = 8, r = 248. Les racines fondamentales sont wi, wj, ..., Wg, 
avec «y = — 1, sauf a„ = — 2, Og, = a^g = a^^ =«37 = 0. Le déterminant 
des Oij étant égal à 1 , on doit partir d'une racine principale et alors on les obtient 
toutes. On a ainsi un système de 241 racines. 

8» Type F). / == 4, r = 62. Les racines fondamentales sont w,, co,, W3, w^, 
avec aij = — 1, sauf au =z axz = a^^=r. 0^3 = a^^ = — 2. Le déterminant des 
a^ est encore ici égal à 1. On doit partir d'une racine fondamentale qui ne peut 
être que a>, ou co^. On obtient ainsi un système de 25 racines principales. 

9** Type 6). / = 2, r = 14. Les racines fondamentales sont idj, wa, avec 
tti, = Oj, = — 2, a« = — 3, 011= — i. Le déterminant des aij étant encore 
égal à l'unité, on peut partir d*une racine fondamentale qui ne peut être que wj. 
On a alors le système 

(15) zb(i>8, ±(0), — (Us), ±((0i — 2W2), 0, 

qui contient 7 racines. 

9. Cherchons maintenant à faire correspondre à chacun des systèmes trouvés 
un groupe avec le plus petit nombre possible de paramètres. A chaque racine nous 
pourrons faire correspondre une seule transformation infinitésimale^ sauf pour le 
groupe de rang 8 à 248 paramètres, pour lequel à la racine zéro doivent appartenir au 
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moins 8 transformations infinitésimales indépendantes, et pour le groupe F) de 
rang 4 à 52 paramètres, pour lequel à la racine zéro doivent appartenir au moins 
2 transformations infinitésimales indépendantes. 

Sans indiquer la structure complète des groupes auxquels on arrive ainsi, je 
me contenterai d'écrire les groupes linéaires et homogènes simples qui leur corres- 
pondent. 

!• Groupes simples du type A). /> i, r = /(/ + 2). On a deux groupes 
linéaires et homogènes à n = /-f- i variables. L'un correspond au système (8) 
et est le suivant : 

^ikf = XiPk, (i:^ k ] i, k =0,i, 2, ..., /) ; 



les n variables a?o, Xi, x^^ ..., ^i appartiennent respectivement aux racines 

Wj -h a>2 -H • ■ • -h W/ 



% = j-r-A ' ^0 — *^ii % — ^'^2, ..., % — ««>/. 



Le second groupe correspond au système (9) : 

( \uf-'\J= Xf^p^^Xipi, {i =r i, 2, ..., /) ; 

( \ikf = —XhPi, {i^k ; i, A; = 0, 1, 2, ..., Z) ; 



Wq = r~r~i ' ^1— %i «»>j — Wq, ..., co/— w^. 



les n variables a?o, a?i, xj, ..., xi appartiennent respectivement aux racines 

Les deux groupes (16) et (17) sont les mêmes, quoiqu' aucune substitution 
linéaire et homogène ne permette de passer d'une transformation infinitésimale de 
Tun à la transformation infinitésimale de même nom de l'autre . Ces deux groupes 
sont dualistiques et représentent chacun le groupe linéaire homogène spécial de V es- 
pace à / -h l dimensions ^^\ 

2* Groupes simples du type B). / > 3, r= /(2/-4-1). En mettant les ra- 
cines principales sous la forme symétrique qui a été indiquée au chapitre V 

{§ i3) : 

ifia),., rbiOiitwA, {i^k ; i, A: = 1, 2, ..., /), 

le système (10) se compose des n = 2l-\-i racines 

(iO') ±co,-, 0, (i = l,2, ..., /). 

On en déduil le groupe linéaire et homogène suivant : 

!Xa/= Xi2)i — Xi' Pi', (i = i, 2, ..., /), 

X./ = x,pi - Xi'p,, (i = db 1, di 2, .. ., it: /), 

X,a/= Xk'Pi — Xi'Pk, (i* :^ k* ; î, A' = zh i, =b2, --,±1) ; 

(1) V. sur ce groupe et sur la démonstration de ce fait qu'il est simple, Lie, Transformations' 
gruppen^ 1, p. 556 sqq. 



SUR LA STRUCTURE DES GROUPES DE TRANSFORMATIONS FINIS ET CONTINUS 141 

les variables ar^, Xi, x,, ..., x/, Xi», x^', ..., X/', appartiennent respectivement aux 
racines 0, w,, wj, ..., «o/, — a>,, — wi, ..., — o)/. Ce5( /e /;/m5 grand groupe linéaire 
et homogène de l'espace à 2/-f-i dimensions qui laisse invariante la forme qua- 
dratique 

xj + 2xiX,' -h 2xjXj' H -+- 2x/X/' t*\ 

3* Groupes simples du type C). / > 2, r = /(2/ -h i). En mettant les racines 

principales sous la forme symétrique que nous avons déjà indiquée : 

1 

db tDf, -(±: u),. dz Wfc), (i 9e A- ; i, A = 1, 2, ..., /), 

le système (11) se compose des 2/ racines 

(in ±^<^.-, (i = 1,2, ...,/). 

On en déduit le groupe linéaire et homogène suivant : 

( Xuf=—BtTi'pu {i'=—i\ i=ziil,ii=2, ...,db/; £^=1 si i>0, 6^=— 1 si i<0), 
( \ijf=-—^iXi'pj-''tjXj'Pi, {i^j\ ij = ±i, ±2, ..., =h/); 

1 11 

la variable x, appartient à la racine -w» et x,' à la racine - tu,' = — - Wf. C'est le 

2 2 z 

plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante l'expression de Pfaff 

Xidxi' — Xi'rfxi -4- XiG^Xj' — x^>dx% -f- h X/rfx/» — X/'dx/ 1*\ 

4® Groupes simples du type D). / > 4, r.= /(2/ - 1). En mettant les racines 
principales sous la forme symétrique 

±^i±iak, [i:^k\ i,k = {,^,..,,l), 

le système (12) se compose des n = 2/ racines suivantes : 

±0),, (t= 1,2, ...,/). 

Ce système donne naissance au groupe linéaire et homogène 

(20) X,,/-= -Xi'p.^Xk'Pi. {i'^k'\ i, k = ±1, ±2, ..., ±1) ; 

les variables Xt, xa, ..., x/, Xi», Xj/, ..., xf» appartiennent respectivement aux 
racines wj, wj, ..., w/, — wi, — wj, ..., — w/. CV^f Ze ;;/w5 grand groupe linéaire 
et homogène de l'espace à n = 2/ dimetisions qui laisse invariante la forme qua- 
dratique 

XjXi' ■+• X2X2' H- ... H- X/X/'. 

Si / = 4, nous avons encore les deux systèmes (13) et (14) à considérer: 



(1) C'est Lie qui le premier a démontré que le groupe projecUf d'une surface du second ordre, 
qui se ramène immédiatement au groupe considéré, est simple. V. Archiv for Math.^ t. 10, p. 4)3. 

(2) V. sur ce groupe, Lie, TransfonnatUrnsgruppen, II, p. 522 et III, p. 295. 
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(13') 



2 



(eiwi -h e,u)a + eg'-Dg -h e^w J, 



(Ei = zt 1 ; eiÊjege^ = - 1), 



(*^') -g (^»^» "+" ^^« "^ ^3**^3 H- 640) J, 



(Ef = zb l; 61686364 = -i-l). 



Chacun de ces systèmes donne naissance à un groupe linéaire et homogène qui ne 
diffère pas du groupe (20) : il suffit de voir qu'en appelant w',, w',, w,, (a\ quatre 
racines distinctes des racines (13') par exemple, l'ensemble des racines principales 
s'exprime de la même façon au moyen de wi, w'j, w,, o/^, qu'il s'exprimait au 
moyen de o*,, toj, wj, a>^. On a donc dans le cas de / = 4 trois groupes linéaires 
et homogènes à 8 variables qui ne sont pas distincts, mais néanmoins tels qu'au- 
cune substitution linéaire ne permet de passer des transformations infmitésimales 
de l'un aux transformations infinitésimales de même nom de l'autre. 

5* Groupes simples du type E) et de rang 6. / = 6. r = 78. Les racines prin- 
cipales étant mises sous la forme 

Wj — 0);^, =h (cD,. -f- U)y -|-tO;fc), ± (Wj 4- (Og -^ (Oj -f- W^ -j- lOg -f" W J = qi 30)^, 

{i:^j^k; ij, A = l, 2, 3, 4, 5,6), 
les deux systèmes de racines secondaires à considérer sont les suivants : 

(21) (Of— co^, co,.-+-2to,, — (o, - u>, — (Oft, (i^A:; f, A- = l, 2, 3, 4, 5, 6); 



(22) 



0' 

% — Wf, — Wi — 2^0, % -h w, -h co^, (i :^ /c ; i, A = i , 2, 3, 4, 5, 6). 



Au premier système correspond le groupe linéaire et homogène à 27 variables 



I 



P=:6 p:=C »!• «6 



p=i 



p=i 



w- 



P:=6 



(M) 






— Xtt/* = x„pi -h yicqi — 2 Stprjfcp, 



p=i 



— XoooA = ViPi -^ y^p% -^ y%pz + y*/>4 

— ^ooo/" = ^lîi -+- ^ïÇa H- a?3?3 -h ar^g^i 
Les variables ar<, y^, 2^= — zw (i,A:, = 1, 2, ..., 6) appartiennent respec- 



yi^Pti-^y^Pi 



tivement aux racines ">,.-+- 2wo, oj, — 



(1) 



01 



— a>o — tOi — (o;^; de plus les six 



indices distincts t, j, A, X, fji, v forment une permutation jpaire des indices 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Ce groupe est le plus grand sous-groupe dû groupe linéaire et homo- 
gène spécial qui laisse invariante la forme cubique 
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Il •••16 

Uk 

la deuxième somme étant étendue à toutes les permutations paires des indices 
1 , 2, 3, 4, 5, 6. Il laisse invariante en môme temps la multiplicité défmie par les 
équations 

i = ¥< = ^^ = '' ^'^*' t, A = 1, 2, 3, 4, 5, 6), 

équations qui se réduisent à 10 seulement. 

Au système (:22) correspond un groupe qui n'est pas distinct de (23) ; il suffit 
dans les formules (23) de remplacer Xucf par —^kif^ ^ooof par —^oonfy 
X'ooo/" par — XoooA ^ijkf par —X'ijkf et X'ijkf par —Xtjkf. On peut 
faire au sujet de ces deux groupes la même remarque que pour les groupes sim- 
ples du type A) et pour les groupes simples du type Dj et de rang 4. 

6* Groupes simples du type E) et de rang 7. 1=1, r — 133. Les racines 
principales étant mises sous la forme 
w,- — Wfc, dz (wi H- (i}j -h 0)*), dz (tui -4- wj 4- • 4- w, — a>,) = q= (2to„ h- w,), 

{iz^j-ék; ij, A= 1, 2, ..., 7), 
le système à considérer est formé des 56 racines suivantes : 

(24) zfc (a>. — oi^), ± (o>j^ -h tof -h u)^), {i:^k\ î, /: = 1, 2, . . . , 7). 
Il lui correspond le groupe linéaire et homogène suivant : 

' 1 1 

Xuf = — Xi20i -\- yiqi -\- ^Xi^Pip — ^i^qtf — ^ Sx^^Px^t 4- ^ ^Vx^îx^i 

X»*/* = — 3CkPi 4- y,?A 4- ^Xi^pkf — ^Vkfqif, 

(25) [ Xoo,/ = — Sxxj'.-x — SxfxÇx, 

xu/ = — Sî/xp."x — Sî/.-x;?x, 

Xo*/* = — ^ijPk — ^jkPi — XkiPi H- yx<ijk + yjqki 4- ykqu — 2^!/x^Pv?i 

' XjjTc/* = — - a?.7?;fc — x^pki — XkPij -\- ijij qk 4- yjkqi 4- y a.^; — Sarx^^vp . 

Les variables ar„ y,, ar^ = — a?«, j/,jt = — 2/w appartiennent respectivement aux 
racines co^ — ta^, w^ — w,-, — eo„ — w, — (u^^, o^-^^,. ^-w^^j de plus dans les 
expressions de X,;*/* et de X'ijkf les indices X, |i, v, p sont distincts de i,j, k et 
sont tels que ijkXiv^p forme une permutation paire des indices I, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Ce groupe laisse invariante l'expression de Pfaff 

i^zzi 1,8, •••,7 

2 (jTidï/,- — j/^x.) 4- ^ i^ikdyik—yikdxik) ; 

i=l i. k 
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de plus il laisse invariante la forme du quatrième degré 

»=7 >=:7 *=7 ^=17 ii=7 v=:7 p:=7 

J = 2 ^ 2 ^iVj^ikVjk -^ 4 2 2 ^ ^ AH^vpy,.>2/xp 

i^l ;=1 *=:| X=:l |t=l v=:i p=| 

la dernière somme étant étendue à toutes les permutations paires A^xvpTc des sept 
premiers nombres entiers. Le groupe laisse encore invariante la multiplicité définie 
par les équations 

âxi âyt OXik àijik 
et celle qui est définie par les équations 

d^rd^r-'=-d^^.=''^ (..A,X,,,v,p = 1.2,...,7). 

Ces dernières équations se réduisent à 28 seulement. 

?• Groupes simples du tijpe E) et de rang 8. / = 8, r = 248. Les racines 
principales étant mises sous la forme 

co,— .(0;^, zh (wi 4- wy -h w;t), {i zjt j :^ k \ î\y, A = 0, 1, 2, ..., 8), 

le système à considérer est formé des racines principales elles-mêmes auxquelles 
il faut ajouter la racine 0. A cette racine doivent appartenir 8 transformations infi- 
nitésimales indépendantes du groupe r. Le groupe linéaire et homogène qu'on obtient 
alors n* est pas autre chose que le groupe adjoint du groupe simple à 2AH paramètres , 
Ce groupe admet 8 invariants, dont Tun est la forme quadrique ^.2{^) si souvent 
considérée. 

8* Grouj)es simples du type F). / = 4, /■ — 52. Les racines principales étant 
mises sous la forme 

le système à considérer est formé des 25 racines 



(26) ikw,, \ 0. 

A la racine doivent appartenir au moins deux transformations infinitésimales 
indépendantes de r. On arrive alors au groupe linéaire et homogène suivant, où les 
transformations infinitésimales sont désignées par les notations du Chapitre Y 

(S i9) : 
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Y/ = Xipi — Xi'Pi' -^ -^ ^ i^ijkjPijkt — ^i'juPi'jki)^ 



(27) 



X./ = 






X/ = — arp'9 + ^yp^ -+- êji ^ e^a^.pvs^^otp^î, 



»,T,« 



x/ = 



M = 



^a/ = 3Cf'Pa - ar«'/?p — Sa ^ sarc,'p%8;;a?T«» 

p.» 



a.« 



Xjï/* = Xi'P^ — X^'Pz — Sp 2 S^ap'Tï'PaMi 



«,T 






e,epg^e,r) 






(i=i, 2, 3, 4; a = dzl, P = ±2, y = ±3, 8 = =ii4). 

Les variables x^, ar^^^s appartiennent respectivement aux racines coj^ 

-2 S^— — -* ; quant aux variables y et z, elles appartiennent à la racine 0. 

2 

Z^ groupe (27) /ame invariante la forme quadratique 

(28) y' + 32* -h XxX^' -f- arjX2' H- araO'a' -+- x^x^' H- V Xap^BX3,'p'^'B' . 
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De plus il laisse invariante la multiplicité définie par les équations 

2Z(Z — y) -h Xiiu^i'i'zV -I- a?lM'*'^rî'34 -+- ^Il'34'3?l'î3'4 + ar|8'3'4aPl'i34' = 0, 
22(2 -H y) + ^l'm^H'3'4' + a?u'84Xi't3'4' -h ar|i3'4^l'ï'34' -4- Xiîu'Jfl'2'3'4 = 0, 

(29W P.T.» «.T.e 

\ + ^-rh^iXa^fz' = 0. 

Ces équations se réduisent à 10 seulement. 

9* Groupes simples du type G). / = 2, /' = 14. Les racines principales étant 
mises sous la forme 

± w„ ^i—^k, (» 7^ ^ ; h ^ = ^1 2, 3), 

le système à considérer (15) est formé des 7 racines 

(15') ztco,, 0. 

11 lui correspond le groupe linéaire et homogène suivant : 



X=3 

Xuf = — Xipi 4- yt<ii -i- 3 2 (^xPx — 2/x9x\ 



X=i 

'^ X»/* = !is/?i — t/,r — [ijk)[xjqic — Xa^;) . 
Xo/ = — Ssçi 4- Xir H- (î/Â: (yj/;* - y^pi). 

[i :jtj:^k\ î, j, A: = 1, 2, 3 ; [ijk) = 1 ou — 1 suivant que la permutation î;^ 
est paire ou impaire). 

Les variables x„ t/,-, z appartiennent respectivement aux racines w,, — co,, 0. 
Ce groupe laisse invariante la forme quadratique 

(31 ) J = z* -4- a?,j/i -t- X2j/î 4- ar3j/3 ; 

il laisse en même temps invariant le système des équations de Pfaff 

l zdxi — x4z 4- {ijk){yjdyM — î/fcrfy>) = , 
( zdyi — ydz 4- {ijk)(xjdx„ — x^xj) = , 
qui entraînent comme conséquence 

zdz -+- Xidyi -+- Xidyi-hx^dyz = zdz -f- i/idri 4- i/sdxj -+- y^dx^ = 0. 
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Ce groupe laisse donc invariant Tensemble des oo' miiltiplicités planes à trois di- 
mensions du cône J = définies par 

ar 1 — OiZ 4- éji/a — *3j/2 = 0, 

• •■■■••■••«■• 

(33) < yi — biz -H ttfX^ — flsorj = 0, 



j/3 — bzz -h aiXi — ttiXi = 0, 
OÙ les constantes ai, o^, as, 6i, b^, bz satisfont à la relation 

aié| H- 02^2 H- ^3^8 4-1=0. 

10. Ce qui précède nous permet d'énoncer le théorème suivant, qui présente 
les résultats trouvés à un autre point de vue. 

Thèordme. — Tout groupe linéaire et homogène simple à n variables, qui n'est 
isomorphe à aucun groupe linéaire et homogène à moins de n variables, peut, par 
une transformation linéaire et homogène effectuée sur les variables, être ramené à l'un 
des groupes suivants : 

i" le groupe linéaire et homogène spécial G»«_, {typ^ A)) ; 

2* le groupe linéaire et homogène le plus général G«(n_i) qui laisse invariante la 



forme quadratique 



a?î-ha:jH h xi. 



(type B) si n est impair, type D) «i n est pair) ; 

3^ dans le cas où n est pair, le groupe linéaire et homogène le plus général 
Gn(iH-i) ?"* laisse invariante l'expression de Pfaff 

I 

Xidx% — XidXi -+- Xzdx^ — X^dXz -h • • • H- Xn—idXn — ^ndXfi^i, 

{type C)). 

Il y a exception dans les cas particuliers suivants : 

n = 2 : il n'y a qu'un groupe, le premier G, ; 

n = 3 : il n'y a qu'un groupe, le groupe linéaire et homogène spécial G, / le 
deuxième groupe est isomorphe au groupe linéaire et homogène spécial G, à deux 
variables ; 

n = 4 : il n'y a que deux groupes, le groupe G^ qui laisse invariante la form^ 
quadratique ar} 4- arj -h a?J H- x\ n'étant plus simple ; 

n = 6 : il n'y a qu'un groupe, le groupe linéaire et homogène spécial G^^ ; le 
second groupe est isomorphe au Gio à 4 variables ; 

n = 6 : t7 n'y a que deux groupes ; le groupe Gjs qui laisse invariante la forme 
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quadratique x\ -^ xl-h xl + x\ -h x\-\- xl est isomorphe au groupe linéaire et ho- 
mogène spécial Gjg à 4 variables ; 

n = 7 : il y a trois groupes, les deux ordinaires G^g et Gn et en outre un Gu 
sous-groupe du Gji [type G)) ; 

n = 26 : il y a quatre groupes, les trois ordinaires G^^g, Gsjs^ Gjbi ^t en outre 
un Ggi sous-groupe du Ggjs (type F)) ; 

n = 27 : ilxj a trois groupes, les deux ordinaires G^2s, Gsbi et ensuite un G^^ 
qui laisse invariante une certaine forme cubique en x„ x^, ..., a?i7 (type E)) ; 

n = 56 : i7 jy a quatre groupes, les trois ordinaires G^izi, Gt54o^ Gm% ^^ "^ ^issj 
sous-groupe du G1596, j'ut /am<? ^n ou^re invariante une certaine forme du quatrième 
degré en xi, x^, ..., x^^ (lyp^ E)) î 

n = 248 : il y a quatre groupes^ les trois ordinaires Gj,,o8, Gg^j,,, ^sosts ^' '^'^ 
Gjij, sous-groupe du Gg^g,,, qui laisse invariantes huit fonctions rationnelles et 
homogènes indépendantes de j?i, 0:2, . . ., Xj^g {{type E)). 

H. Ce théorème donne en même temps tous les groupes projeciifs simples à 
n — 1 variables qui ne sont isomorphes à aucun groupe projectif à moins de 
n — 1 variables. Parmi ces groupes projectifs, tous, sauf ceux du type A) et ceux 
du type C), laissent invariante au moins une multiplicité ; par suite il existe des 
groupes à moins de n — 1 variables, mais nécessairement non projectifs, qui 
leur sont isomorphes ^*l C'est la réponse à une question posée par M. Lie dans son 
mémoire sur les équations différentielles qui admettent un groupe fini {Math, Ann , 
t. 25, p. 135). 

La recherche des groupes simples à n variables qui ne sont isomorphes à au- 
cun groupe simple à moins de n variables, se ramène, comme Ta montré M. Lie, 
à la recherche des plus grands sous-groupes des groupes simples. Si Ton admet, 
ce qui est bien vraisemblable, que tout sous-groupe d'ordre maximum d'un groupe 
simple donné G contient une transformation générale du groupe, c'est-à-dire peut, 
par une transformation du groupe adjoint, être ramené à contenir une transfor- 
mation arbitrairement donnée du groupe, le problème, comme Ta montré M. Kil- 
ling <"), se ramène au problème élémentaire suivant : Parmi les r — / racines 
0)1, o),, ..., tùr^i de r équation caractéristique de G, en prendre le plus grand nombre 
possible soit r — / — n : (o,, (Oj, ..., ^r-t-ny de telle façon que si la somme de deux 



(1) C'est M. Werner qui a le premier, employant une méthode due à Lie, montré qu'il en était 
ainsi pour les groupes des types B) et D). V. Lie, Transformationsgruppen^ III, p. 808-809. 

(2) KuLiNG, Bestimung der gr'ôssten Untergruppen von endliehen Transformaiionsgruppen, 
Math, Ann,, t. 36, p. 239-254. ^ 
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de ces racines est une troisième racine, cette troisième racine se trouve encore parmi 
ces r — / — n racines. 

Les groupes simples que Ton obtient ainsi ont un rapport très étroit avec les 
groupes linéaires et homogènes simples trouvés au paragraphe 9. Ils indiquent 
comment ces groupes linéaires et homogènes simples échangent entre eux soit les 
points d'une multiplicité qu'ils laissent invariante, soit certaines multiplicités 
planes contenues dans ces multiplicités invariantes. Les deux cas peuvent d'ail- 
leurs se présenter pour un même groupe linéaire et homogène ; on obtient alors 
deux groupes distincts mais qui peuvent être ramenés Tun à l'autre au moyen 
d'une transformation de contact. Je me contente de prendre l'exemple du groupe 
linéaire et homogène (30) à 14 paramètres^ du type 6). Ce groupe laisse invariante 
la multiplicité 

Cette multiplicité, si on regarde z, a?i, j/i, Xi, j/j, x^, tjz comme des coordon- 
nées homogènes d'un point dans l'espace à 6 dimensions, contient oo'* points, qui 
sont échangés entre eux par le groupe considéré. 

Si maintenant on considère les neuf transformations infinitésimales 

Xn/", Xjs/*, Xoi/, Xjo/i X30/, X08/1 X21/, X31/, X13/, 

qui forment un groupe, elles laissent invariante la multiplicité plane à une dimen- 
sion, c'esirà-dire la droite 

z =r xt = ya = a?3 = 2/3 = ; 

si on effectue sur cette droite les transformations du groupe, elle prend 00* posi- 
tions qui dépendent de 5 paramètres arbitraires : 

Z -f- «2^8 fllj/l = 0, 

* * * ^ 

ari-f-aiz-h-aax, — -a^a:3 + 5aî2/3 = 0, 



^ ^' — OjZ — - fla!/! -*- 2 «1^3 + 2 «6Î/3 = 0, 



Xz — «8^2 — ^î/l = ^1 

î/3 4-avJ/i — ûiO?! = 0. 

De même les points de la multiplicité invariante s'expriment en fonction de cinq 
paramètres arbitraires : 

(35) Xi=6,xa, yi=b^2, 073=63X2, j/3=6^ar2, z=b^Xt, ij^=—[bJ)^-\-bzb^->rb\)x2. 

Si l'on écrit que le point (35) est sur la droite (34), on obtient les quatre rela- 
tions suivantes entre les a et les b : 
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Jl = ^5 -^ fl« — fll^î = 0, 

(36) j 2 2 2 

^ jj = ^3 _ a^ — ajjj = 0, 

, J^ = b^-h «4*1 — ai = 0. 

Ces équations (36) permelient de définir une transformation de contact qui 

transforme l'élément 

(ai, ai, aj, a^, a^, fh, jh, }h, /?,, p,) 
dans rélément 

(*i, *s, 63, 64, *6> ^lî ?a» Î3, ^p Çb) • 

Celte transformation est définie par les équations (36) et les dix équations 

m Pi = ^h ^' -?• = 21 ^*^*' (i = ». 2, 3. 4. 5). 

entre lesquelles on élimine les quatre paramètres X. 

Soient Ga le groupe qui indique comment le groupe (30) échange entre elles 
les oo"^ multiplicités (34), 65 celui qui indique comment il échange entre elles 
les OD*^ multiplicités (35). Les équations (36) résultant de l'élimination de z, â?i, 
^2, a?3, 1/1, 1/2, j/s entre (34) et (35), le groupe G^ laisse invariant l'ensemble 
des 00*^ multiplicités (36), où les a sont les variables et les b des paramètres 
arbitraires et ces 00' multiplicités sont échangées entre elles par le groupe G^. 
Autrement dit, si A/" est une transformation infinitésimale quelconque de G^, Bf 
la transformation infinitésimale correspondante de G^ : 

»=l »=:J 

on a, quel que soit k^^\ 

AJfc-f-BJA = 0, 

en vertu des équations (36). Il en résulte 
c'est-à-dire, en vertu de (37), 

i=.l 1=1 

- - — - ■* 

(1)V. Lie, Transformatiofiêgruppen, I, p. 472 sqq. 
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Par suite la transformation de contact considérée transforme kf en Bf, c'est-à-dire 
transforme le groupe Ga dans le groupe G^. 

Les équations (36) définissent, aussi bien dans l'espace des a que dans l'es- 
pace des 6, une famille de droites dépendant de cinq paramètres arbitraires. Dans 
Tespace des a ces droites sont définies par les équations différentielles 

ida^ •+- Z{aidat — a^dai) -h a^^da^ — a^da^ = 0, 
dai dai da^ 

dai da^ dai 

Dans l'espace des b on a des droites déflnies par les équations différentielles 

{ dbi -\- b^dbî — b^b^ = 0, 
(39) I rf^s H- M^i — b^dbi = 0, 

' dbi-{-b^dbj. — b^db^ = 0, 
qui entraînent comme conséquence 

db^db^-hdbsdb.-hdbl = 0^'l 

On peut pour chaque structure simple faire des considérations analogues, mais 
dont le développement nous conduirait beaucoup trop loin. Je me contenterai d'in- 
diquer les résultats généraux auxquels on arrive. En admettant que tout sous- 
groupe d'ordre maximum contient une transformation générale, on a pour les di- 
vers groupes simples les sous-groupes maximums suivants^*) : 

V Tgpe k). />i, r = /(/-+- 2). 

Si / = 1, G3 a un seul type de sous-groupes maximums à 2 paramètres ; 

Si / > 2, G/(/_^. j) a deux types de sous-groupes maximums d'ordre r — /. 

^^TypeB). />3, r=/(2/-i-i). 

G/(2/_i_i) a un seul type de sous-groupes maximums d'ordre r — (2/ — I). 

3» Type C). / > 2, r = /(2/ -h 1). 

Si / = 2, G,Q a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 7 = r — 3; 

Si / > 3, G^î/ 4- j) a un type de sous-groupes maximums d'ordre r — (2/ — 1). 

4» Type D). / > 4, r = l{il - 1). 

Si / = 4, G„ a trois types de sous-groupes maximums d'ordre 22 = r — 6 ; 

Si / > 5, G/(i/_i) a un type de sous-groupes maximums d'ordre r — (2Z — 2). 

(1) Ces deux groupes ont été signalés en même temps par M. Engel et moi (G. R., 1893, t. 116, 
p. 786 sqq.). Le fait qu'on peut passer de Tun des groupes à Tautre par une transformation de con- 
tact est dil à M. Engel. V. Lie, Transformationsgruj^en^ lU, p. 763-76 î. 

(2) Les résultats énoncés relativement au type A) (/ quelconque) et au type B] {l =■ 3), sont 
dus à Lie, Transfarmationsgruppen^ I, p. 569, ceux relatifs au type C) également à Lie, Trfg., HI, 
p. 778 ; ceux relatifs aux types B) et D) h Wbrner (V. Lie, Trfg., UI, p. 109), qui ne trouve d'ailleurs 
que deux types de sous-groupes d'ordre 22, pour le type D), l = 4. 
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5* TypeL). 

Si Z = 6, G^g a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 62 = r — 16 ; 

Si / = 7, Gi33 a un type de sous-groupes maximums d'ordre 106 = r — 27; 

Si / = 8, Gj^g awHtype de sous-groupes maximums d'ordre 191 = r — 57. 

60 Tijpe F). / = 4, r = 52. 

Gjj a deux types de sous-groupes maximums à 37 = r — 15 paramètres. 

7« Type G). / = 2, r = 14. 

G^ a deux types de sous-groupes maximums d'ordre 9 = r — 5. 

A chacun de ces types correspond un groupe à n variables, si r — n est 
l'ordre du sous-groupe. Lorsqu'il y a plusieurs types, on obtient des groupes qui 
ne sont pas distincts, sauf pour les types F), 6) et pour le type C) (/ = 2) ; dans 
chacun de ces derniers cas, on obtient deux groupes semblables entre eux par une 
transformation de contact ^^K Dans les autres cas où il y a plusieurs types de sous- 
groupes maximums, on ne peut cependant pas passer d'une transformation de l'un 
des groupes correspondants à la transformation de même nom de l'autre au moyen 
d'une transformation ponctuelle, mais on le peut toujours au moyen d'une trans- 
formation de contact. 

12. Ëtant donnés un certain nombre h de groupes linéaires et homogènes 
simples échangeant, l'un gt les variables Xh, x^^ ,.., x^n^, le second g^ les va- 
riables a?îi, Xm, ..., Xin^, etc., et enfin gf^ échangeant les variables 0:^1, Xf^^^ ...,ar;kn^, 
ces h groupes simples forment un groupe G semi-simple linéaire et homogène 
qui échange les rii -f- ... ■+- n^ variables Xn, x,2, ..., Xhnj^- Si gi n'est isomorphe 
à aucun groupe linéaire et homogène à moins de n,- variables quel que soit l'entier 
i = 1, 2, ..., A, le groupe G ne sera isomorphe holoédrique à aucun groupe li- 
néaire et homogène à moins de ni -h njH- ... -h % variables. 11 y a cependant 
un cas où on peut obtenir d'une autre façon un groupe linéaire et homogène échan- 
geant le môme nombre de variables, c'est le cas de A = 2, gi et gt étant deux 
groupes simples à trois paramètres. On peut alors partir du groupe à 10 paramètres 
dont il est question au paragraphe 3 et qui n'admet qu'un sous-groupe invariant 
intégrable ; il lui correspond un groupe linéaire et homogène à 4 variables qui 
ne laisse invariante aucune multiplicité plane. Ce groupe est défini par les 6 trans- 
formations infinitésimales 



(1) Dans le cas du t^'pe C), < = 2, on obUent la célèbre transformation de contact de M. Lie 
qui transforme les droites d'un complexe linéaire dans les droites qui rencontrent le cercle imagi- 
naire de rinûni. V. Lie, Trantformationsgruppen, ili, p. 138. 
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XiPi -H Xip2 — Xijh — ^iJh, XiPi — aJsjOj H- XjP^ — x^p ^ , 

XaPx -f- X^Pi, Xip^ -h XiPiy X2Pi -f- X^ps , Xip^ -h Xsp^. 

C'est le plus grand groupe linéaire et homogène qui laisse invariante la forme qua- 
dratique Xix^^x^xz^^l Au contraire le procédé général donne naissance au 
groupe 

XiPi—XiPi, Xipi, XiPi, x^p^ — x^p^, a?3;j., x^p^\ ' 

c'est le groupe linéaire et homogène spécial le plus général qui laisse invariantes 
les deux multiplicités planes 

X| = a?2 = 0, oTs = x^ = 0, 

13. L'existence des groupes linéaires et homogènes simples que nous avons 
trouvés pour les t}T)es B) et F) nous permet de rectifier une proposition énoncée 
par M. Killing. On trouve en effet dans la troisième partie de son Mémoire {Math, 
Ann.y t. 34, p. 89) un énoncé qui revient au suivant: Etant donné un groupe non 
intégrable qui ne se décompose pas, si une racine principale est double, toutes les ra- 
cines principales sont nécessairement doubles. Or pour les groupes non intégrables 
qui donnent naissance aux groupes linéaires et homogènes des types B), F) et G) 
que nous avons considérés, il n'y a qu'une partie des racines principales aux- 
quelles appartiennent des transformations de r, par suite une partie seulement 
des racines principales qui soient racines doubles. De même plus loin (p. 112), 
M. Killing dit que si un groupe non intégrable ne se décompose pas et si le déter- 
minant des ay du plus grand groupe semi-simple de rang / qui lui est isomorphe 
est égal à 1, l'équation caractéristique admet au moins 2/ racines nulles : les 
mômes exemples des types F) et G) prouvent qu'il n'en est rien, puisque nous 
avons trouvé pour le premier un groupe dont le sous-groupe y était simplement 
d'ordre 6 (/ = 4), et pour le second un groupe dont le sous-groupe y était d'ordre 
3(/ = 2). 

M. Killing donne quelques indications générales sur les groupes formés d'un 
sous-groupe simple de l'un des types A), B), G) ou D) et d'un sous-groupe inva- 
riant intégrable unique ^^\ mais il se borne naturellement au cas où les racines 
secondaires autres que zéro sont simples. La discussion de ces questions nous 
entraînerait trop loin. 



(1) Si on regarde o^i, Xa, x^y x^ comme les coordonnées homogènes d'un point dans l'espace ordi- 
naire, c'est le groupe des mouyements non euclidiens. M. Lus est le premier qui ait démontré la 
décomposition de ce groupe en deux sous-groupes simples à trois paramètres. V. Malh, Ann., t. 16, 
p. 624. 

(2) KiLUNG, Z. T. G., m, p. 112-122. 
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14. Les groupes linéaires et homogènes simples trouvés au paragraphe 9 vont 
encore nous permettre de déterminer les invariants des groupes adjoints des groupes 
simples au moyen de déterminants plus simples que les déterminants caractéris- 
tiques. Etant donné un groupe non intégrable G formé d'un sous-groupe simple g 
d'ordre r et d'un sous-groupe invariant intégrable unique r d'ordre n : Xi/", ...^Xr/" 



(XfX^k) := ^ CiifgXgf^ 



(t, Â: = 1,2, ..., r), 



«=i 



vz=n 



(XiYJ = 2 «*vY,A (i = 1, 2, . . ., r ; (x = 1, 2, .. ., n), 



*=:l 



(Y,Y,) = 0, 



((X, V = 1, 2, ..., n), 



le rang de G est égal au rang de </, de sorte que le déterminant caractéristique 
de G est un invariant du groupe adjoint de g. Or ce déterminant caractéristique 
est 



Zj ^i<^iii — <*> ^^iCiîi . . . SejC/ri 



i=l 



SCiCir 



*^"iyQLr • « • ^^"fiirr ^ 



Seittiji — 0) . . . Se^a 



inl 



Sejaiin . . . ^eiUinn '«> 



Si / désigne le rang du groupe 9, le second facteur contiendra certainement / 
fonctions indépendantes (comme coefficients des diverses puissances de w) si parmi 
les racines auxquelles appartiennent des transformations de r (relativement à un 
sous-groupe y déterminé) il y en a / d'indépendantes. Or c'est ce qui se présente 
dans les cas que nous avons étudiés. On voit que ce second facteur ne dépend que 
des coefficients a/^v et est complètement connu lorsqu'on connaît legroupe linéaire 
et homogène simple associé à G : 



I,ïï •••? n 



X,/ — — ^2^ a,ji 



:r^V-P'> 



(i= 1, 2, ..., r). 



J11V 



Si nous appliquons cela aux groupes simples des types A), B), C), D) nous trou- 
vons, en conservant les notations habituelles, les résultats suivants. 

Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type A) de rang / sont 
donnés par les coeflîcients des difl'érentes puissances de w dans le développement 
du déterminant 
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t=/ 



— 2^« — 



^"^ ^01 ^02 



i=l 



10 



eu — a> e,î ... 



<?0/ 



eu 



Oo 



en en 



<?// — O) 



Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type B) de rang / sont 
donnés par les coefficients de eo*'~\ ta*'-^, ■ . .»««i, dans le développement du dé- 
terminant 



— to 


«ro 


^10 


• • 


^/'o 


^;o 


«01 


e,', — w 





• • • 


^/'t 


^/i 


«or 





eu— 0) 


• • • 


en' 


e/|. 


^0/' 


f\'i' 


^1/' 


• • • 





ew — co 



Les invariants du groupe adjoint du groupe simple du type C) de rang / sont 
donnés par les coefficients de eo*'-', w^'-* , . . . , dans le développement du déter- 
minant 



eu' •+- CD 



11 



^12' 



eia ... e,/' 



eu 



e,',' Pi'i - co eiv ei'î . . er/' e^u 
en' eji ej2' -h w e^ ... ea/* e2/ 



e/'i- 



en 



en' 



ei'i . . en' eiu — w 



Enfin les / invariants du groupe adjoint du groupe simple du typeD) de rang / 
sont donnés par les coefficients de ti)''-«, a>"-* , . . ., dans le développement du dé- 
terminant 



'21 



er, 



Ci'i to ^2'! 

eit' — w ej^,' eîi' ... en' 
en ^'i2 en — w ... ert 



en 

en' 

en 



eu' 



ew 



et'i e^' ... e//' — w 
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Les résultats qui viennent d'être indiqués relativement aux groupes simples 
des types A), B), D) sont déjà indiqués par Killing(ifa^A. Ann,, t. 3i, p. 272-276). 
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